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Introdution
Généralités sur la théorie des ordes
Le monde tel que nous le onnaissons est dérit par le Modèle Standard de la physique
des partiules (interations életrofaible et forte) et la Relativité Générale (interation
gravitationnelle), qui rendent ompte des données expérimentales atuelles des éhelles
subatomiques aux éhelles osmologiques. Cette ompréhension de l'univers est ependant
loin d'être satisfaisante : la Relativité Générale est en eet une théorie lassique, et il
faudrait, pour obtenir un tout ohérent, une desription quantique de la gravitation, e
qui est un problème très diile, et non enore pleinement résolu.
Il y a eu une tentative de quantiation de la gravitation à partir de ses prinipes
fondamentaux, à savoir l'invariane par diéomorphismes, nommée gravité quantique de
boules. On ne sait malheureusement pas faire grand-hose ave : notamment, elle n'a pas
de développement perturbatif, e qui rend diile des préditions physiques.
La théorie des ordes, à l'inverse, n'est pas fondée sur les prinipes fondamentaux de la
Relativité Générale. En fait, lorsqu'elle est née au début des années soixante-dix, la théorie
des ordes avait voation à dérire les interations fortes. Mais d'une part, ses préditions
en tant que théorie des interations fortes étaient inompatibles ave l'expériene, d'autre
part il est apparu qu'elle ontient néessairement une exitation de spin 2 et de masse
nulle, naturellement identiée au graviton.
Le prinipe de la théorie des ordes est que les diérentes formes de matière et de
rayonnement sont des exitations d'une orde, au lieu d'être des partiules pontuelles.
L'intérêt de onsidérer des objets étendus est que ela permet de ne pas avoir les diver-
genes ultraviolettes que l'on obtient habituellement en théorie des hamps, en partiulier
dans le as de la gravitation, qui est non renormalisable.
La théorie des ordes, telle qu'elle est formulée atuellement, est une théorie perturba-
tive, en e sens qu'on y onsidère des exitations autour d'un vide xé, alors qu'on s'attend
à e qu'il soit déterminé dynamiquement. Il déoule que, omme en théorie quantique des
9
hamps, on ne sait guère aluler de quantités physiques qu'à ouplage faible. Il ne s'agit
don pas d'une théorie omplète, mais du développement perturbatif d'une théorie à
l'heure atuelle inonnue. On peut toutefois formuler des onjetures relatives aux pro-
priétés à ouplage fort de ette théorie inonnue en utilisant la supersymétrie présente
dans la théorie perturbative et les théorèmes de non-renormalisation qui en déoulent. On
trouve alors notamment des dualités ouplage fort/ouplage faible, telles que la S-dualité
que nous utiliserons dans le hapitre 3. (On notera que ela suppose que la supersymétrie
reste présente dans la théorie non perturbative. Sans ette hypothèse, on ne pourrait rien
faire.)
Même en restant dans le domaine perturbatif, on ne sait résoudre la théorie des ordes
que dans peu de hamps de fond : l'espae de Minkowski et ses ompatiations toroï-
dales, bien sûr, et aussi les variétés de groupes ompats. Ces dernières sont un moyen
d'étudier les espaes ourbes, et nous avons utilisé les tehniques qui leur sont spéiques
dans le hapitre 2. Les as plus généraux restent assez largement inonnus, en partiulier
les fonds dépendant du temps, d'une grande importane en osmologie, notamment pour
voir si la théorie des ordes permet de résoudre la singularité initiale du Big Bang.
Un développement essentiel dans les années quatre-vingt-dix est la déouverte de l'im-
portane des D-branes. Il s'agit d'objets étendus, de dimensions variées, sur lesquels les
extrémités des ordes ouvertes s'arohent. Elles jouent un rle essentiel dans les dualités
mentionnées i-dessus : par exemple, la S-dualité de la théorie dite de type IIB éhange les
ordes fondamentales  elles de la théorie perturbative  et les D-branes de dimension
spatiale un. Elles joueront un rle essentiel dans toute ette thèse.
La ohérene de la théorie requiert qu'elle soit formulée en dimension dix, e qui en
fait six de trop si on veut dérire notre univers ave. Le premier moyen envisagé pour
obtenir une théorie eetive à quatre dimensions est de ompatier les six dimensions
supplémentaires, 'est-à-dire onsidérer les ordes sur le produit artésien de l'espae
de Minkowski à quatre dimensions et d'une variété ompate de dimension six. Les D-
branes permettent d'autres possibilités, puisque les ordes ouvertes qui y sont arohées
sont ontraintes de rester à leur voisinage ; nous évoquerons ela plus en détail dans le
hapitre 3.
Plan de ette thèse
Le premier hapitre vise à introduire la théorie des ordes, en mettant l'aent sur e
qui sera néessaire dans la suite pour présenter nos travaux. Il ommene par la quantia-
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tion de la orde bosonique, qui est une théorie des ordes sans fermions ave laquelle nous
travaillerons dans la plus grande partie de ette thèse par soui de simpliité, et explique
omment on fait interagir les ordes bosoniques fermées. Ensuite nous introduisons les
ordes ouvertes, et montrons que les D-branes apparaissent naturellement dans la théorie.
Nous étudions ensuite les ordes non orientées et les orientifolds, qui sont un autre type
de défaut topologique. Enn, nous dérivons brièvement la théorie des superordes.
Le deuxième hapitre étudie les ordes sur un groupe ompat, dont la struture
algébrique permet de résoudre la théorie des ordes (dans le même sens qu'on sait la
résoudre sur l'espae de Minkowski). Nous ommençons par y rappeler des résultats onnus
sur les ordes et les D-branes dans de tels espaes, et notamment le fait remarquable que,
dans es géométries, un alul semi-lassique des utuations des D-branes permet de
trouver leur spetre exat tel qu'on sait le aluler en théorie onforme, en nous foalisant
sur les as les plus simples, à savoir la 3-sphère (groupe SU(2)) et l'espae projetif RP3
(groupe SO(3)). Nous dérivons ensuite nos résultats sur les orientifolds dans es espaes,
à savoir leur position et leurs interations ave les ordes ouvertes et fermées.
Le troisième hapitre s'intéresse aux D-branes dans des espaes anti-de Sitter en
présene de hamps Ramond-Ramond. La motivation de ette étude est liée au fait que,
grâe à la possibilité de loaliser la gravité sur une D-brane, on peut envisager un univers
branaire, 'est-à-dire où e que nous observons est ontenu dans une D-brane à 4 di-
mensions ; nous ommençons don par rappeler divers faits à propos de e type de on-
gurations. Ensuite, nous rappelons des résultats onnus sur les D-branes anti-de Sitter
dans des fonds Neveu-Shwarz et nos résultats sur les fonds Ramond-Ramond, utilisant
la S-dualité reliant es deux types de fonds.
Le quatrième hapitre étudie les ordes ouvertes sur une D-brane parourue par une
onde plane. L'intérêt d'une telle étude est qu'il s'agit d'un fond dépendant du temps
susamment simple pour arriver à aluler expliitement ertaines amplitudes, et présente
une analogie ave ertains modèles-jouets de singularité osmologique. Nous présentons
les résultats préédemment onnus, onernant les amplitudes à deux ordes, et les ntres,
hélas très partiels, onernant les amplitudes à trois ordes.
Nous terminons, de façon originale, par une onlusion, où nous rappelons les prini-
paux résultats de ette thèse et donnons quelques perspetives de reherhe.
Les résultats obtenus au ours de ette thèse, à l'exeption de eux du hapitre 4, ont
donné lieu à des publiations jointes en annexe.
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Chapitre 1
Éléments de théorie des ordes
Nous allons introduire ii quelques notions fondamentales de théorie des ordes, en met-
tant l'aent sur e qui sera utile dans la suite de ette thèse. Ce sujet étant raisonnable-
ment bien traité dans les ouvrages tels que [1℄ et [2℄, nous ne donnerons généralement pas
de référenes, et le leteur pourra se référer aux bibliographies desdits ouvrages.
1.1 Cordes bosoniques fermées
1.1.1 L'ation
Il est assez aisé d'érire une ation pour une orde relativiste en s'inspirant de l'ation
d'une partiule. L'ation d'une partiule relativiste dans l'espae-temps plat s'érivant
omme son temps propre :
S = −m
∫
dτ
√
−dX
µ
dτ
dXµ
dτ
où τ est un paramètre le long de la ligne d'univers de la partiule, et où la métrique
est de signature (−+ . . .+), il est assez naturel d'érire pour une orde la généralisation
suivante, onnue sous le nom d'ation de Nambu-Goto, où l'ation est la surfae propre
de la surfae d'univers de la orde :
S = − 1
2piα′
∫
dτdσ
√− det h ave hαβ = ∂αXµ∂βXµ.
Les oordonnées de la surfae d'univers sont ii τ ≡ σ0 et σ ≡ σ1, et 1/(2piα′) est la tension
de la orde ; h n'est rien d'autre que la métrique induite sur la surfae d'univers par elle
de l'espae-temps ible. Dans le as d'une orde fermée (une boule), la oordonnée σ est
13
périodique, et le plus souvent, la période hoisie est 2pi. Dans le as d'une orde ouverte
(un segment), σ parourt l'intervalle [0; pi].
Cette ation étant peu aisée à manier, en partiulier lorsqu'il s'agit de quantier la
orde, on lui préfère généralement elle de Polyakov :
S = − 1
4piα′
∫
dτdσ
√
− det γ γαβ∂αXµ∂βXµ (1.1.1)
qui omprend, en plus du plongement de la orde dans l'espae-temps ible Xµ, une
métrique variable γαβ. Les équations du mouvement impliquant que la métrique γ est
égale à la métrique induite à un fateur salaire près, ette ation est lassiquement
équivalente à elle de Nambu-Goto.
Elle admet omme symétries loales les diéomorphismes de la surfae d'univers et
la symétrie de Weyl, qui multiplie la métrique par un salaire quelonque et laisse le
reste invariant. Les diéomorphismes permettent de mettre la métrique sous la forme
γαβ(τ, σ) = Λ(τ, σ)ηαβ ; la symétrie de Weyl a alors pour eet que l'ation ne dépend pas de
Λ, et on aboutit alors à une théorie des hamps bidimensionnelle ave D hamps salaires
(du point de vue de la surfae d'univers) libres, ave omme équations du mouvement
Xµ = 0 et, dans le as de la orde ouverte, la ondition aux bords de Neumann ∂σX
µ = 0
(nous reviendrons plus tard sur e point). Il faut ajouter à es équations une ontrainte
déoulant de la variation de la métrique dans l'ation (1.1.1) : le tenseur énergie-impulsion
Tαβ =
1
α′
(∂αX
µ∂βXµ − trae) (1.1.2)
doit s'annuler.
Le fait que sa trae soit nulle sans imposer la ontrainte est une onséquene de la
symétrie de Weyl. Cette dernière est aetée par une anomalie, qui se manifeste pré-
isément par la non-annulation de ette trae au niveau quantique ; dans le as d'un
espae-temps plat, on montre que ette anomalie s'annule uniquement en dimension 26.
Nous nous plaerons dans e as dans la suite.
1.1.2 L'invariane onforme et le tenseur énergie-impulsion
Après xation de la métrique, il reste enore des symétries, qui sont les ombinaisons
de transformations de oordonnées et de transformations de Weyl qui laissent la métrique
invariante. Faire une telle transformation revient à faire un hangement de oordonnées
tel que le hangement de métrique assoié est une transformation de Weyl, sans faire
ladite transformation de Weyl, autrement dit une transformation onforme.
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L'annulation de la trae du tenseur énergie-impulsion est une propriété générale des
théories invariantes onformes (CFT). Dans les oordonnées σ± = τ ± σ, la trae est
T+−, don Tαβ a deux omposantes non nulles, T ≡ T++ et T¯ ≡ T−−. La onservation de
l'énergie-impulsion s'érit alors
∂−T = ∂+T¯ = 0,
'est-à-dire que T est une fontion de σ+ uniquement, et T¯ de σ− uniquement. Dans la
suite, nous parlerons prinipalement de T , étant entendu que T¯ a des propriétés similaires.
T admet le développement en modes suivant :
T =
∑
n
Lne
−in(τ+σ)
ave L−n = L
†
n. On montre alors que les Ln admettent les relations de ommutation
suivantes (algèbre de Virasoro) :
[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n + δm+n c
12
(m3 −m) (1.1.3)
où c est appelée harge entrale de l'algèbre. Il existe de même une harge c¯ pour l'algèbre
des L¯ ; dans la suite, nous onsidérerons des théories où c¯ = c.
1.1.3 Le spetre
Nous dérivons ii l' anienne quantiation ovariante  de la orde bosonique, où on
impose la ontrainte (1.1.2) omme pour la quantiation de Gupta-Bleuler de l'életro-
dynamique. Nous n'évoquerons pas ii la  nouvelle  quantiation, dite BRST, basée sur
les fantmes de Fadeev et Popov. La quantiation non ovariante dans la jauge du ne
de lumière, similaire à la quantiation de l'életrodynamique dans la jauge de Coulomb,
sera traitée dans le hapitre 4.
Dans le as de la orde fermée, les hamps Xµ peuvent être développés en modes
omme suit :
Xµ(τ, σ) = xµ + α′pµτ + i
√
α′
2
∑
n 6=0
(
αµn
n
e−inσ
+
+
α¯µn
n
e−inσ
−
)
. (1.1.4)
La réalité de Xµ impose αµ−n = (α
µ
n)
†
. Les relations de ommutation de es modes
s'érivent :
[xµ, pν ] = iηµν , [αµm, α¯
ν
n] = 0, [α
µ
m, α
ν
n] = [α¯
µ
m, α¯
ν
n] = mδm+nη
µν .
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Les états s'obtiennent alors en faisant agir αµ−n et α¯
µ
−n, n > 0, sur un vide annulé par α
µ
n
et α¯µn. On a alors, omme lors de la quantiation de l'életrodynamique, un espae de
Hilbert ave un produit salaire non déni positif à ause du mauvais signe des relations
de ommutation des α0. Il faut alors enore imposer la ontrainte (1.1.2).
Les modes du tenseur énergie-impulsion s'érivent :
Ln =
1
2
∑
m
:αn · αm−n: (1.1.5)
ave αµ0 = α¯
µ
0 =
√
α′/2 pµ. L'ordre normal (opérateurs de réation à gauhe des opérateurs
d'annihilation) est néessaire pour L0 pare que αn et α−n ne ommutent pas. Il n'est
pas très diile de vérier alors que les relations (1.1.3) sont vériées, ave c égal à la
dimension de l'espae-temps.
Pour imposer la ontrainte, on exige des états physiques qu'ils vérient Ln|ψ〉 = 0
pour n > 0 et (L0 − a)|ψ〉 = 0, le a étant néessaire à ause des problèmes d'ordre des
opérateurs. Il en déoule l'annulation de T pris entre deux états physiques. On montre
que la ohérene de la théorie impose que a = 1, en plus de D = 26 que nous avons évoqué
avant. (En fait, si on ne onsidère que des ordes sans interations, d'autres possibilités
sont ohérentes, notamment D ≤ 25, a ≤ 1. Mais on ne peut mettre d'interations
ohérentes que dans le as D = 26, a = 1).
L'annulation de L0 − a et L¯0 − a donne les équations suivantes :
m2 =
2
α′
(N + N¯ − 2)
N = N¯
où N =
∑
n>0 α−n · αn est le nombre d'osillateurs gauhes (étant entendu que α−n en
rée n) et N¯ le nombre d'osillateurs droits.
L'état fondamental de e spetre est un tahyon. On peut vérier que, pour un tel
état, Ln s'annule automatiquement pour n > 0. La présene d'un tahyon est gênante,
ar ela signie qu'on ne développe pas la théorie autour d'un vide stable. Heureusement,
il a le bon goût de disparaître dans la théorie des superordes que nous évoquerons plus
loin.
Le premier état exité, obtenu ave N = N¯ = 1, s'érit de façon générale ζµνα
µ
−1α¯
ν
−1|k〉,
où |k〉 est un état du vide d'impulsion k. Sahant que, pour un tel état, Ln s'annule
automatiquement pour n > 1, on n'a à vérier que l'annulation de L1. Il est aisé de voir
que ela implique une ondition de polarisation kµζµν = k
νζµν = 0. L'espae des états
ainsi obtenu a un produit salaire positif, mais pas déni : les états où ζµν est de la forme
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kµaν ou aµkν déouplent (ont un produit salaire nul ave tout état physique), et il faut
don quotienter l'espae des états par es états (e qui revient à une invariane de jauge)
pour obtenir les états physiques. Ces exitations se déomposent en un salaire Φ, appelé
dilaton, une 2-forme Bµν et un tenseur symétrique de trae nulle qui est le graviton Gµν .
L'ation de Polyakov (1.1.1) peut être généralisée pour inlure des hamps de fond
orrespondant à une superposition ohérente d'exitations de masse nulle. L'ation s'érit
alors
S = − 1
4piα′
∫
d2σ
√
− det γ γαβ∂αXµ∂βXνGµν(X)
+
1
2piα′
∫
Bˆ(X)− 1
4pi
∫
d2σ
√
− det γ Φ(X)R
(1.1.6)
où Bˆ est la 2-forme induite par B sur la surfae d'univers et R est la ourbure de la
métrique sur la surfae d'univers. L'invariane de Weyl impose des ontraintes sur les
hamps de fond : ils doivent vérier des équations que l'on peut dériver de l'ation eetive
suivante, à l'ordre le plus bas en α′ ('est-à-dire dans la limite de basse énergie) :
Seff =
1
2κ20
∫
dDx
√− detGe−2Φ
[
R + 4∂µΦ∂
µΦ− 1
12
HµνρH
µνρ
]
où H = dB. On y reonnaît notamment l'ation d'Einstein-Hilbert, e qui montre que la
théorie des ordes ontient la gravitation. La onstante κ0 n'a pas de signiation physique,
puisqu'on peut hanger sa normalisation par une translation de Φ. Ce qui, en revanhe,
a une signiation, est κ = κ0e
Φ0
, où Φ0 est la valeur moyenne de Φ : ela s'interprète
omme le ouplage gravitationnel. On peut donner au premier terme de l'ation la forme
habituelle (sans le préfateur e−2Φ) en érivant l'ation en termes de lamétrique d'Einstein
GE, qui s'exprime en termes de la métrique de orde fermée G par GE = e
−4Φ/(D−2)G.
1.1.4 Passage à une surfae d'univers eulidienne
La surfae d'univers de la orde telle que nous l'avons vue jusqu'ii est minkowskienne,
ar il s'agit de la trajetoire d'une orde dans un espae-temps ible minkowskien. Dans
la suite, il apparaîtra néanmoins utile de onsidérer une surfae d'univers eulidienne,
ar ela simplie onsidérablement ertains aluls d'amplitudes, notamment pare que
les groupes onformes eulidien et minkowskien sont assez diérents. Il onvient don de
justier que e passage du minkowskien vers l'eulidien est légitime.
Pour ela, nous partons de l'intégrale de hemin, qui s'érit
∫
[de dX ] exp(iS), où S est
l'ation du modèle sigma (1.1.6), et e le vielbein, en termes de laquelle la métrique s'érit
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γαβ = −e0αe0β + e1αe1β. Puisque l'intégrale de hemin est un produit (inni) d'intégrales
ordinaires, on peut déformer les ontours d'intégration. On les déforme don de façon à
donner à e0α des valeurs imaginaires pures, 'est-à-dire qu'on pose e
0
α = −ie˜0α. La métrique
devient alors eulidienne, et l'intégrale de hemin devient
∫
[de˜ dX ] exp(−SE), où l'ation
eulidienne SE s'érit
SE =
1
4piα′
∫
d2σ
√
det γ γαβ∂αX
µ∂βX
νGµν(X)
− i
2piα′
∫
B(X) +
1
4pi
∫
d2σ
√
det γ Φ(X)R.
Ainsi, il déoule que les amplitudes de la théorie des ordes données par l'ation minkowski-
enne (1.1.6) sont les mêmes que elles de l'ation eulidienne SE. C'est ette dernière que
nous utiliserons le plus souvent pour étudier les interations.
Il est important de noter que ette proédure est appliable à l'ation avant toute
xation de jauge. Lorsque, par exemple à la suite du hoix d'une jauge non ovariante, telle
que la jauge du ne de lumière que nous utiliserons au hapitre 4, il apparaît dans l'ation
des termes dépendant du temps τ de la surfae d'univers, alors ela ne marhera plus, et
'est l'ation minkowskienne qu'il faudra utiliser, omme nous le vérierons expliitement
en omparant ave un formalisme ovariant.
1.1.5 Interations et fontion de partition
En physique des partiules, les interations s'obtiennent par une sommation sur tous
les diagrammes de Feynman possibles, lesdits diagrammes étant onstitués de lignes se
rejoignant en des vertex. La généralisation de ei aux ordes onsiste à sommer sur des
surfaes, orientables dans le as de ordes orientées, où haque orde entrante est un tuyau
venant de l'inni. Par une transformation onforme appropriée, dans le as eulidien  et
pas dans le as minkowskien, d'où l'intérêt de travailler ave une ation eulidienne 
ei se ramène à une surfae ompate privée d'autant de points qu'il y a de ordes,
de genre égal au nombre de boules, et les amplitudes s'obtiennent alors omme des
moyennes de produits d'opérateurs de vertex insérés en haque point (g. 1.1). Pour un
état sans exitation (tahyon), l'opérateur de vertex est une fontion de X uniquement
(pas de ses dérivées) donnée par le fait qu'il se transforme de la même façon que l'état
orrespondant par les transformations de Poinaré, don : eik·X : pour un état d'impulsion
k. Les exitations s'obtiennent en multipliant ela par ∂n+X
µ
pour haque opérateur de
réation αµ−n : ainsi, les états de masse nulle ont un opérateur de vertex proportionnel à
ζµν : ∂+X
µ∂−X
νeik·X : .
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conforme
transformation
Fig. 1.1  Exemple de surfae d'univers intervenant dans une interation à trois ordes.
Dans le as d'une amplitude à l'ordre des arbres, le diagramme est une sphère, et les
amplitudes s'obtiennent simplement en prenant la moyenne du produit des opérateurs de
vertex, intégrée sur l'ensemble des positions possibles des vertex. Lorsqu'il y a des boules,
les hoses sont plus ompliquées, ar les métriques possibles sur une surfae de genre non
nul ne sont pas équivalentes par transformation onforme, don il faut sommer sur les
lasses d'équivalene des diérentes métriques, qui forment un espae à deux paramètres
réels pour une boule (tore), et 6n− 6 paramètres pour n boules ave n ≥ 2. Nous nous
limiterons ii au tore.
Dans le as du tore, on peut, par une transformation onforme, se ramener au as d'un
tore plat déni omme le plan omplexe muni de sa métrique habituelle, quotienté par un
réseau engendré par deux omplexes z1 et z2. Par des rotations et dilatations appropriées,
on peut se ramener à z1 = 1, de sorte que seul le rapport τ = z2/z1 aratérise la struture
onforme du tore ; en outre, on pourra toujours prendre Im(τ) > 0, étant entendu que
si ela n'est pas le as, on peut y remédier en éhangeant z1 et z2. La base (z1, z2) pour
le réseau n'est pas unique, puisqu'on peut hanger de base par l'ation d'une matrie
unimodulaire à oeients entiers (groupe SL(2,Z)), l'ation qui en résulte sur τ étant
τ → aτ+b
cτ+d
, ave a, b, c et d entiers. Il sera essentiel, dans la suite, de s'assurer de l'invariane
par es transformations, dites modulaires, des amplitudes sur le tore. SL(2,Z) étant généré
par :
T : τ → τ + 1, S : τ → −1
τ
il sut de vérier l'invariane par es deux transformations.
L'amplitude du tore qui nous intéressera partiulièrement est elle du vide, 'est-à-
dire sans opérateur de vertex. Elle s'obtient, pour un tore de module τ = τ1 + iτ2, en
onsidérant une orde fermée qu'on fait évoluer pendant le temps eulidien 2piτ2, puis que
l'on translate de 2piτ1 le long de sa oordonnée spatiale σ avant de reoller les bouts. Cela
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donne la trae
Z(τ) = Tr
[
exp(2piiτ1P − 2piτ2H)
]
où la trae est prise sur le spetre de la théorie. Cette amplitude, faisant intervenir une
trae pondérée par le spetre du hamiltonien, n'est autre que la fontion de partition de la
orde. L'impulsion est l'intégrale de Tτσ sur la orde et vaut don L0− L¯0. Le hamiltonien
vaudrait naïvement L0 + L¯0, mais les orretions quantiques onduisent à y ajouter un
terme −c/12, où c est la harge entrale de l'algèbre de Virasoro, de sorte que l'amplitude
s'érit
Z(τ) = Tr
[
qL0−c/24q¯L¯0−c/24
]
ave q = e2piiτ ∗. Sahant que le spetre se déompose en paires de représentations de
l'algèbre de Virasoro (une à gauhe et une à droite), ou d'une éventuelle algèbre de
symétrie étendue (dont nous verrons un exemple au hapitre 2) et que pour une paire
donnée les exitations gauhe et droite sont indépendantes (la ondition L0 = L¯0 est une
ondition de ouhe de masse que nous n'avons pas à imposer ii), la fontion de partition
se déompose en
Z(τ) =
∑
R,R¯
nR,R¯χR(q)χ
∗
R¯(q¯)
où nR,R¯ est la multipliité de la représentation (R, R¯) dans le spetre, et
χR(q) = TrR(q
L0−c/24).
La somme doit être remplaée par une intégrale en as de spetre ontinu. L'invariane
modulaire de la fontion de partition a une onséquene importante sur les transfor-
mations modulaires des aratères χR : en eet, le fait que es transformations laissent
invariante une forme sesquilinéaire des aratères entraîne qu'elles agissent linéairement
sur l'ensemble des aratères, e qui nous sera extrêmement utile au hapitre 2.
On peut s'étonner de l'absene apparente de onstante de ouplage dans les amplitudes.
En fait, elle apparaît sous la forme d'un terme Φ0χ dans l'ation, où
χ =
1
4pi
∫
d2σ
√
det γR (1.1.7)
est un invariant topologique, appelé aratéristique d'Euler de la surfae d'univers, qui,
pour une surfae orientée sans bord, vaut 2 − 2n, où n est le genre de la surfae, 'est-
à-dire pour nous le nombre de boules. L'intégrale de hemin fait alors apparaître un
∗
Dans la mesure où q n'est pas un réel positif et L0 − c/24 n'est pas entier, la notation qL0−c/24 est
mal dénie, et on aurait dû lui préférer exp[2piiτ(L0 − c/24)]. C'est, hélas, la notation traditionelle.
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fateur eΦ0(2n−2), e qui onduit à interpréter g = eΦ0 omme la onstante de ouplage des
ordes. Il en déoule que la onstante de ouplage n'est pas un paramètre de la théorie,
omme dans le as des théories des hamps habituelles, mais une propriété du hamp de
fond autour duquel on développe. Plus généralement, il n'y a pas en théorie des ordes de
paramètre libre adimensionné, ontrairement au modèle standard qui en a une vingtaine,
mais un ensemble de vides, les ouplages dépendant du vide onsidéré. (Dans la mesure
où on ne sait pour l'instant pas omment hoisir le vide, ela ne fait que déplaer le
problème.)
1.1.6 Compatiation et T-dualité
Comme nous l'avons vu, la théorie des ordes bosoniques n'est ohérente qu'en 26
dimensions, e qui fait 22 de trop. Nous verrons plus loin que la théorie des superordes
requiert 10 dimensions, don 6 de trop. Un moyen de régler e problème est de ompatier
les dimensions exédentaires, 'est-à-dire onsidérer des ordes sur le produit artésien de
R4 par une variété ompate. Nous nous limiterons ii au as le plus simple, 'est-à-dire
le tore ; nous n'allons même ii ompatier qu'une seule dimension, laissant le as de
plusieurs dimensions aux référenes. D'autres ompatiations plus ompliquées seront
évoquées dans le hapitre 2.
Considérons don une orde fermée dans un espae où la dimensionX est ompatiée,
'est-à-dire que X ∼ X + 2piR. Cela a deux onséquenes :
 Une onséquene que l'on renontre aussi en théorie des hamps est la quantiation
de l'impulsion selon la diretion ompatiée : p = n/R, ave n entier.
 Une onséquene spéique aux ordes est l'existene d'états enroulés autour de
la dimension ompatiée, 'est-à-dire ave une relation de périodiité modiée :
X(σ + 2pi) = X(σ) + 2piRw, où w est un entier omptant le nombre de tours que
fait la orde autour de la diretion ompate.
On peut se demander s'il est néessaire d'inlure les états enroulés dans le spetre.
La réponse est oui : d'une part il est aisé d'imaginer un proessus par lequel une orde
non enroulée se déforme et arrive à interagir ave elle-même pour donner deux ordes de
nombres d'enroulement +1 et −1 (g. 1.2), d'autre part ils sont néessaires à l'invariane
modulaire.
Cei est une propriété assez générale : lorsqu'on quotiente une théorie des ordes par
un sous-groupe G des isométries de l'espae-temps (ii un sous-groupe Z des translations),
si on ne garde que les états de la théorie initiale invariants par G, la fontion de partition
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Fig. 1.2  Proessus par lequel une orde enroulée donne deux ordes enroulées de nombres
d'enroulement opposés.
obtenue n'est pas invariante modulaire, et il faut ajouter des états où le hamp X sur la
surfae d'univers n'est périodique en σ qu'à un élément de G près (ii les états enroulés).
Nous reverrons ela à l'÷uvre dans le hapitre 2 lorsque nous onstruirons les ordes sur
RP3 à partir des ordes sur S3.
La dimension ompatiée admet le développement en modes suivant :
X = x+ α′
n
R
τ + wRσ + i
√
α′
2
∑
n 6=0
(αn
n
e−inσ
+
+
α¯n
n
e−inσ
−
)
.
Les modes de l'énergie-impulsion restent donnés par l'équation (1.1.5), à ela près que
maintenant
α0 =
√
α′
2
n
R
+
wR√
2α′
et α¯0 =
√
α′
2
n
R
− wR√
2α′
d'où le spetre de masse (dénie à partir de l'impulsion des dimensions non ompates) :
m2 =
n2
R2
+
w2R2
α′2
+
2
α′
(N + N¯ − 2)
ave la ontrainte
N − N¯ + nw = 0.
Dans la limite R → ∞, les états enroulés deviennent inniment massifs, e qui est
normal ar e sont des ordes très longues, l'impulsion ompate tend vers un spetre
ontinu, et on retrouve don le spetre d'une dimension non ompate. Dans la limite
R → 0, omme prévu les états d'impulsion ompate non nulle deviennent inniment
massifs. En revanhe, les états enroulés ont maintenant un spetre ontinu, ressemblant
beauoup à une dimension non ompate, puisqu'il est faile d'enrouler une orde sur un
petit erle. On aboutit don à un spetre ressemblant beauoup à elui d'une dimension
non ompate, là où en théorie des hamps on tendrait vers un spetre à une dimenension
de moins, ar il n'y a pas de nombre d'enroulement.
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C'est qu'en fait les limites R → ∞ et R → 0 sont identiques ; en eet, le spetre est
invariant sous
R→ α
′
R
, n↔ w.
Sahant que X se sépare en des parties gauhe et droite : X(τ, σ) = XL(σ
+) +XR(σ
−),
ei revient à remplaer X par X ′(τ, σ) = XL(σ
+) − XR(σ−), 'est-à-dire que 'est une
parité sur la partie droite de X . Sahant que, pour la orde fermée, les deux parties de
X sont essentiellement indépendantes, ela est une symétrie de l'ensemble de la théorie,
et pas seulement du spetre, onnue sous le nom de T-dualité.
1.2 Cordes ouvertes et D-branes
Après avoir étudié les ordes fermées, nous allons passer aux ordes ouvertes, 'est-
à-dire des segments. Notre étude nous amènera à déouvrir tout un ensemble d'objets
dynamiques étendus, nommés D-branes, auxquels est onsarée une grande partie de ette
thèse. Ce sujet étant inonnu de [1℄, et que [2℄ est loin d'être omplet à e propos, le leteur
pourra se référer aux revues sur le sujet, notamment [3, 4℄.
1.2.1 Le spetre
Pour obtenir des ordes ouvertes, on onsidère une surfae d'univers ave des bords
orrespondants aux extrémités de la orde, situé en σ = 0 et σ = pi.
La présene d'un bord implique des onditions aux bords. Dans le as du tenseur
énergie-impulsion, il s'agit d'imposer qu'il n'y ait pas d'énergie qui sorte de la orde par
le bord, e qui impose que T = T¯ au bord. Il en déoule que L¯n = Ln, autrement dit il
n'y a plus qu'une algèbre de Virasoro.
En e qui onerne les hamps Xµ de la orde, la ondition aux bords, qui déoule
de la variation de l'ation, s'érit ∂σX
µ = 0. Il en déoule le développement en modes de
Xµ :
Xµ(τ, σ) = xµ + 2α′pµτ + i
√
2α′
∑
n 6=0
αµn
n
e−inτ cos(nσ). (1.2.1)
Les relations de ommutations sont alors les mêmes que pour la orde fermée (à ei près
qu'il n'y a plus de α¯, ar la ondition aux bords identie les modes gauhes et droits).
Comme pour la orde fermée, le spetre déoule de l'annulation de L0−1 sur les états,
et on trouve
m2 =
1
α′
(N − 1).
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Là aussi, il y a un tahyon qui disparaît dans la théorie des superordes.
Le premier état exité s'érit de façon générale eµα
µ
−1|k〉, où |k〉 est un état du vide
d'impulsion k. L'annulation de L1 implique la ondition de polarisation k
µeµ = 0, et les
états ayant eµ ∝ kµ sont de norme nulle, e qui onduit à onsidérer omme équivalents
des états dont la polarisation dière d'un multiple de kµ. On reonnaît là les exitations
d'un hamp de jauge abélien.
Comme dans le as fermé, on peut ajouter à l'ation un terme pour ajouter un hamp
de fond életromagnétique orrespodant à une superposition d'exitations de orde ou-
verte. Ce terme s'érit omme une intégrale sur le bord de la surfae d'univers :
S
ém
=
∫
∂Σ
dτAµ(X)∂τX
µ, ave
∫
∂Σ
=
∫
σ=pi
−
∫
σ=0
'est-à-dire que la orde est un diple pour e hamp.
Nous verrons plus loin l'ation eetive à basse énergie orrespondante.
1.2.2 T-dualité et D-branes
On onsidère une orde ouverte dans un espae plat où la dimensionX est ompatiée,
ave X ∼ X + 2piR. Comme en théorie des hamps et pour la orde fermée, l'impulsion
est quantiée ; en revanhe, il n'y a pas de nombre d'enroulement. On en onlut que,
dans la limite R → 0, on a simplement une dimension en moins, omme en théorie des
hamps.
Sahant que les ordes ouvertes sont toujours, d'après e que nous avons vu, aom-
pagnées de ordes fermées, nous avons don ensemble des ordes ouvertes vivant à D− 1
dimensions et des ordes fermées vivant, omme nous l'avons vu préédemment, à D di-
mensions pare que le rayon nul est T-dual d'un rayon inni, e qui paraît quelque peu
étrange. C'est pourtant, en un sens, e qui arrive. Regardons en eet les onditions aux
bords. Elles s'érivent, nous l'avons vu, ∂σX = 0, ou enore ∂+XL−∂−XR = 0. En termes
du hamp X ′, ela devient ∂+X
′
L+ ∂−X
′
R = 0, soit ∂τX
′ = 0, 'est-à-dire que la valeur de
X ′ reste onstante le long du bord de la orde. Plus préisément, la oordonnée X ′ admet
le développement en modes suivant :
X ′(τ, σ) = x′0 + 2nR
′σ +
√
2α′
∑
n 6=0
αn
n
e−inτ sin(nσ). (1.2.2)
où R′ = α′/R est le rayon de ompatiation T-dual, et x′0 n'est pas un mode, mais
une onstante arbitraire liée au fait que X ′ est déni à une onstante près. Nous voyons
lairement ii que, après T-dualité, la orde a ses deux extrémités ontraintes de rester sur
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l'hyperplan X ′ = x′0. On est don onduit naturellement à introduire dans la théorie un
nouvel objet, baptisé D-brane, qui est un hyperplan où les extrémités des ordes ouvertes
sont ontraintes de rester ; le nom provient des onditions aux bords, appelées onditions
de Dirihlet, et du mot membrane. Le nombre quantique n qui intervient ii, qui était,
avant de T-dualiser, l'impulsion selon la dimension ompate, est un nombre d'enroule-
ment, qui a un sens bien déni ii, puisqu'on peut imaginer une orde qui, partant de la
D-brane, s'enroule n fois autour de la dimension ompate avant de revenir à la D-brane ;
il n'y a pas d'impulsion selon la dimension ompate ar la symétrie par translation est
brisée par la D-brane.
En ompatiant et T-dualisant plusieurs dimensions, on peut obtenir une D-brane
en dimensions inférieures ; on appelle Dp-brane un telle membrane ave p dimensions
spatiales (et don p + 1 dimensions en tout). Par extension, on onsidère que lorsqu'on
a des onditions aux bords de Neumann sur toutes les oordonnées, on a aaire à une
D25-brane remplissant tout l'espae-temps.
On peut modier l'ation pour faire en sorte que les onditions au bord de Dirihlet
déoulent de l'ation. Pour obtenir une D-brane loalisée en X i = Y i, il sut d'ajouter à
l'ation un terme
SD = ± 1
2piα′
∫
∂Σ
dτ(X i − Y i)∂σXi, (1.2.3)
le signe étant + pour une surfae d'univers minkowskienne, et− dans le as eulidien. Il est
alors aisé de voir que lorsqu'on varie X i, le terme de bord dans la variation de l'ation qui
en déoule est (X i − Y i)∂σδXi, d'où la ondition de Dirihlet. On remarque que le terme
Y i∂σXi est T-dual du terme d'interation de la orde ave un hamp életromagnétique,
e qui onduit à voir une T-dualité entre un tel hamp et la position de la D-brane :
Y i ↔ −2piα′Ai.
Sahant que Ai peut ne pas être onstant, il déoule que Y
i
aussi, autrement dit on
peut avoir une D-brane ourbe de la forme X i = Y i(Xα), où les X i et les Xα sont
des ensembles disjoints de oordonnées. Cela n'a rien d'étonnant : la théorie des ordes
ontenant la gravité, la métrique utue, et don on imagine mal qu'une D-brane puisse
rester plate dans une géométrie utuante.
Il est possible d'avoir plusieurs D-branes simultanément. Dans e as, haque extrémité
de orde ouverte est attahée à une D-brane partiulière
†
, tous les ouples de D-branes
†
À l'époque où la notion de D-brane n'était pas onnue, on mettait à haque extrémité de orde un
indie de Chan-Paton prenant n valeurs, là où en langage moderne on onsidère qu'il y a n D-branes
superposées remplissant l'espae.
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étant a priori possibles. Si les deux D-branes auxquelles une orde est attahée sont
séparées, ses états (autre que l'état fondamental, qui disparaît dans la théorie des super-
ordes) sont tous massifs ; si elles sont superposées, il y a des états vetoriels de masse
nulle entre eux. Dans le as de n D-branes superposées, on a don n2 veteurs de masse
nulle, qui forment un hamp de jauge U(n), la symétrie U(n) mélangeant les D-branes
entre elles. On verra qu'ave des ordes non orientées on pourra obtenir d'autres groupes
de jauge.
1.2.3 Interations
Comme préédemment, les interations s'obtiennent par sommation sur des surfaes.
Dans le as des ordes ouvertes, on onsidère des surfaes ave un bord, et les opérateurs
de vertex pour les ordes ouvertes vivent sur le bord. Dans le as d'une amplitude à l'ordre
des arbres, le diagramme est un disque, et l'ajout de boules onsiste à ajouter des trous
(des bords supplémentaires) dans la surfae d'univers.
Un point important est que, alors qu'on peut avoir des ordes fermées sans ordes
ouvertes de façon ohérente, l'inverse n'est pas vrai. Il est en eet aisé d'imaginer une
interation où les deux bouts d'une même orde ouverte fusionnent pour donner une
orde fermée. D'autre part, onsidérons le diagramme du vide ayant la topologie d'un
ylindre. Un tel diagramme peut s'interpréter omme une boule de orde ouverte, 'est-
à-dire une orde ouverte identiée périodiquement dans le temps, et 'est e que nous
utiliserons pour évaluer la fontion de partition. Il s'interprète aussi omme l'émission
puis l'absorption d'une orde fermée par une D-brane (g. 1.3). Il en déoule qu'une
théorie ohérente de ordes ouvertes doit ontenir des ordes fermées. L'interation entre
ordes fermées et ordes ouvertes s'obtient en insérant simultanément des opérateurs de
vertex sur le bord de la surfae d'univers pour les ordes ouvertes, et à l'intérieur pour
les ordes fermées. Signalons que les surfaes ave bord interviennent dans les amplitudes
ne ontenant que des ordes fermées : par exemple, un disque ave deux opérateurs de
vertex à l'intérieur peut s'interpréter omme une interation où une orde fermée s'ouvre
puis se referme.
Pour une surfae orientable de genre n ave b bords, la aratéristique d'Euler (1.1.7)
vaut 2− 2n− b, e qui onduit à ajouter un fateur g par boule de ordes ouvertes.
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Fig. 1.3  Les deux interprétations du diagramme du ylindre : à gauhe en termes de
ordes ouvertes, à droite en termes de ordes fermées.
1.2.4 Fontion de partition et états de bord
Revenons à l'amplitude du ylindre (qu'on appelle aussi amplitude de l'anneau, puisqu'on
peut passer de l'un à l'autre par une transformation onforme). On peut aratériser un
ylindre aux dilatations près par un paramètre réel, qui est le rapport t entre la longueur
d'un bord et l'éart entre les bords. L'amplitude s'obtient alors en onsidérant une orde
ouverte (de longueur pi) qu'on fait évoluer pendant le temps eulidien pit avant de l'iden-
tier à la orde initiale. Cela donne la trae
Z(t) = Tr
[
exp(−pitHo)
]
= Tr
[√
qL0−c/24
]
(1.2.4)
ave q = e−2pit (le fait de prendre τ = it est lié au fait que le ylindre peut être vu omme
un tore de paramètre it quotienté par une réexion, les bords orrespondant aux points
xes de la réexion).
En inversant le rle de l'espae et du temps, e qui est l'analogue d'une transformation
modulaire pour les ordes fermées, et en eetuant une dilatation appropriée, on obtient
une orde fermée (de longueur 2pi) qui se propage entre deux D-branes pendant un temps
2pi/t, d'où une autre expression de la fontion de partition :
Z(t) = 〈f | exp
(
−2pi
t
Hf
)
|i〉 = 〈f |q˜L0+L¯0−c/12|i〉 (1.2.5)
où q˜ = e−2pi/t. |i〉 et |f〉 sont des états de bord, 'est-à-dire des états de orde fermée ara-
térisant les D-branes émettant et absorbant la orde fermée. Les onditions qu'ils vérient
s'obtiennent à partir des onditions aux bords des ordes ouvertes qui se terminent dessus
27
en inversant le temps et l'espae. Considérons d'abord le as d'une ondition aux bords
quelonque. Une ondition néessaire de ohérene est qu'elle respete l'invariane on-
forme. Pour ela, nous l'avons vu, il est néessaire que T = T¯ au bord ; il en déoule
que l'état de bord doit vérier (T − T¯ )|B〉 = 0, e qui, en termes des modes de Fourier,
s'érit (Ln− L¯−n)|B〉 = 0. En partiulier, on a L0|B〉 = L¯0|B〉, e qui onduit à simplier
la formule préédente en Z(t) = 〈f |(q˜2)L0−c/24|i〉. On verra dans le hapitre 2 que, dans
ertains as, ei s'érit omme une ombinaison linéaire des aratères χR(q˜
2).
Dans le as plus spéique d'une D-brane dans un espae-temps plat où les X i ont
des onditions de Dirihlet et les Xα des onditions de Neumann, l'état de bord vérie, à
τ = 0,
(X i − Y i)|B〉 = 0 et ∂τXα|B〉 = 0.
Si on développe les Xµ en modes (équation (1.1.4)), es onditions s'érivent
(ααn + α¯
α
−n)|B〉 = 0 pα|B〉 = 0
(αin − α¯i−n)|B〉 = 0 (xi − Y i)|B〉 = 0
et on peut en tirer expliitement l'état de bord :
|B〉 =
∏
i
[
δ(xi − Y i)
∞∏
n=1
exp
(
1
n
αi−nα¯
i
−n
)]∏
α
∞∏
n=1
exp
(
−1
n
αα−nα¯
α
−n
)
|0, pα = 0〉
à une normalisation près que l'on peut déterminer en imposant l'égalité de (1.2.4) et
(1.2.5).
Un exemple simple d'utilisation des états de bords est le alul de l'amplitude d'émis-
sion d'une orde fermée par une D-brane. Par exemple, pour un état de masse nulle, de
polarisation ζµν et d'impulsion k, l'amplitude s'érit :
A = 〈B|ζµναµ−1α¯ν−1|0, k〉 ∝ (ηαβζαβ − ηijζij).
1.2.5 Ation eetive
Nous allons maintenant donner la forme de l'ation eetive à basse énergie pour
une Dp-brane et expliquer, sans la démontrer à proprement parler, pourquoi elle est
raisonnable.
On paramètre la D-brane par p + 1 oordonnées ξa. Les hamps sur la D-brane sont
alors son plongement dans l'espae-temps Xµ(ξa) et le hamp de jauge Aa. L'ation,
appelée ation de Born-Infeld, s'érit alors
S = −Tp
∫
dp+1ξe−Φ
√
− det(Gˆ+ Bˆ + 2piα′F ) (1.2.6)
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où Tp est une onstante proportionnelle à la tension de la D-brane, et Gˆ et Bˆ sont les
métrique et 2-forme induites sur la D-brane : Gˆab = ∂aX
µ∂bX
νGµν , et de même pour B.
Dans le as où il n'y a ni dilaton ni 2-forme, le terme
√− detG obtenu est naturel et
n'est rien d'autre que Nambu-Goto généralisé en dimension quelonque.
La dépendane en le dilaton déoule du fait que ette ation vient du diagramme du
disque, dont la aratéristique d'Euler est 1, d'où un fateur g−1 si le dilaton est onstant,
et don e−Φ.
La dépendane en F se omprend par T-dualité. Prenons une D-brane qui s'étend dans
les diretions X1 et X2 d'un espae plat, ave un hamp magnétique onstant F12. On
peut hoisir une jauge A2 = F12X
1
. Si on prend le T-dual de ela dans la diretion X2,
on obtient une D-brane penhée dans le plan (X1, X2) : X2 = −2piα′X1F12. On obtient
alors un fateur géométrique dans l'ation :∫
dX1
√
1 + (∂1X2)2 =
∫
dX1
√
1 + (2piα′F12)2.
Dans le as d'un hamp quelonque, on peut, en mettant le hamp sous une forme diag-
onale par blos, se ramener à un produit de tels fateurs, qui revient au déterminant de
l'ation (1.2.6).
Enn, la dépendane en B déoule du fait suivant : la dépendane en B et F dans
l'ation sur la surfae d'univers de la orde s'érit
1
2piα′
∫
Σ
Bˆ +
∫
∂Σ
A.
Il en déoule les invarianes de jauge suivantes :
δB = 2piα′dΛ
δA = −Λˆ + dλ
où Λ est une 1-forme et λ un salaire. Il en déoule que F = dA n'est pas invariant
de jauge, mais qu'en revanhe Bˆ + 2piα′F l'est, et 'est don ette ombinaison qui doit
apparaître dans l'ation.
L'ation (1.2.6) montre que la tension (énergie par unité de volume) de la D-brane est
Tpe
−Φ0
. Le fait qu'elle diverge à ouplage faible montre que la D-brane est un objet non
perturbatif, mais sur lequel on sait néanmoins dire plein de hoses par un alul perturbatif
grâe à son interprétation en termes de lieu où les extrémités des ordes sont onnées.
Le oeient Tp, quant à lui, peut être alulé en onsidérant le ouplage de la D-brane
au graviton, e qui s'obtient ave l'état de bord évoqué préédemment.
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Ave ette ation, on peut également étudier les petites utuations de la D-brane ;
nous verrons dans les hapitres suivants des exemples expliites de tels aluls, où nous
montrerons que les modes de utuations ainsi trouvés oïnident ave le alul exat en
CFT, lorsqu'on sait le faire. Une propriété générale est que les utuations de la forme de
la D-brane et du hamp de jauge sont ouplées par la métrique de orde ouverte, donnée
par
G−1o = [(Gˆ+ Bˆ + 2piα
′F )−1]S
où l'indie S signie qu'on symétrise la matrie. Cela donne
Go = Gˆ− (Bˆ + 2piα′F )Gˆ−1(Bˆ + 2piα′F ). (1.2.7)
On verra sur les exemples des hapitres suivants que dans ertains as la géométrie vue
par les ordes ouvertes est très diérente de elle vue par les ordes fermées.
1.3 Cordes non orientées
Jusqu'à présent, nous avons onsidéré des ordes orientées, 'est-à-dire où on peut
dénir un sens partiulier sur la orde (par exemple le sens des σ roissants). Sahant que
l'opération Ω : σ → −σ (σ → pi − σ dans le as des ordes ouvertes) est une symétrie de
la théorie, on peut obtenir une thérie de ordes non orientées en se restreignant aux états
invariants par ette transformation, e qui revient à identier une orde orientée dans un
sens ave la même orde orientée dans l'autre sens.
1.3.1 Cordes fermées non orientées et orientifolds
Considérons d'abord le as des ordes fermées dans un espae plat, ave des hamps
de fond triviaux. L'ation de Ω sur les opérateurs αµn déoule du développement en modes
(1.1.4) : ΩαµnΩ
−1 = α¯µn. L'ation sur le tahyon, elle, déoule de la transformation de
l'opérateur de vertex ; en l'ourrene, Ω = +1. Il en déoule que, parmi les états tahy-
onique et non massifs, le tahyon, le graviton et le dilaton sont présents dans la théorie
non orientée, tandis que la 2-forme en est exlue.
On peut s'intéresser à e qui se passe si on ompatie la théorie sur un erle et qu'on
en fait tendre le rayon vers zéro. Il est alors préférable de dérire la situation en terme de
la oordonnée T-duale X ′ = XL −XR, onsidérée omme non ompatiée. Sahant que
Ω agit en éhangeant XL(σ
+) et XR(σ
−), son ation sur X ′ s'érit :
Ω : X ′(τ, σ)→ −X ′(τ,−σ).
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Autrement dit, on obtient le produit d'une réexion selon la oordonnéeX ′ et d'un hange-
ment d'orientation de la orde. La théorie obtenue en se restreignant aux états tels que
Ω = +1 onsiste à identier une orde ave son image par réexion par rapport au plan
X ′ = 0, après un hangement d'orientation de la orde. Une telle théorie est appelée un
orientifold. On notera que, puisque une orde est identiée à une orde située ailleurs, la
physique loale loin du plan X ′ = 0 est elle de la orde orientée.
Des orientifolds plus généraux, pas forément issus d'une T-dualité, s'obtiennent en
quotientant la théorie orientée par le produit de l'inversion d'orientation Ω de la orde et
d'une isométrie involutive h. En présene de hamps de fond non triviaux, des onditions
additionnelles sur h devront être imposées pour que Ωh soit une symétrie de la théorie
initiale : par exemple, omme nous le verrons dans le hapitre 2, s'il y a un hamp B non
trivial, il est néessaire que h inverse l'orientation de l'espae-temps. Signalons enn que
dans la suite, le terme orientifold désignera aussi l'ensemble, ou une partie, des points
xes de h ; il ne devrait néanmoins pas y avoir de onfusion.
Une diérene essentielle entre un orientifold et une D-brane est que l'orientifold n'est
pas dynamique : il n'y a en eet pas de ordes attahées à l'orientifold qui puissent
représenter ses utuations. Notons que l'argument omme quoi une D-brane doit utuer
dans une géométrie utuante, utilisé pour arguer du aratère dynamique des D-branes,
ne s'applique pas ii : en eet, l'identiation de l'orientifold onduit à des onditions au
bord pour le hamp gravitationnel (et les autres hamps) qui empêhe toute utuation
de géométrie de l'orientifold. Cei n'empêhe en revanhe pas l'orientifold d'émettre des
ordes fermées ; il en déoule une ation eetive très similaire à elles des D-branes :
S = −TOp
∫
dp+1ξe−Φ
√
− det Gˆ.
La dépendane en Φ déoule du fait que ette ation vient du diagramme du plan projetif
(nous verrons plus loin qu'il faut inlure des surfaes non orientables pour les ordes non
orientées), dont la aratéristique d'Euler est 1, omme le disque. Les onditions aux
bords sur l'orientifold empêhent qu'il y ait un ouplage à B, et l'orientifold n'interagit
pas ave les ordes ouvertes, don il n'y a pas de hamp de jauge. Contrairement au as
des D-branes, la tension TOp peut être négative.
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1.3.2 Fontion de partition des ordes fermées et bouteille de
Klein
Nous nous plaçons ii dans un adre général où le spetre de la orde fermée orientée se
déompose en paires (R, R¯) de représentations des algèbres de Virasoro gauhe et droite.
L'existene d'une projetion orientifold entraîne que si (R, R¯) est dans le spetre, alors
(R¯, R) aussi. Dans le as où R 6= R¯, la projetion garde une ombinaison linéaire de
(R, R¯) et (R¯, R) ; si (R,R) est dans le spetre initial, soit il reste, soit il est éliminé par
la projetion. La fontion de partition en déoule :
Z(τ) =
1
2
[∑
R,R¯
nR,R¯χR(q)χ
∗
R¯(q¯) +
∑
R
kRχR(qq¯)
]
(1.3.1)
où la deuxième somme est sur les R tels que (R,R) est dans le spetre, et kR est le nombre
d'états (R,R) préservés par la projetion moins le nombre d'états éliminés ('est-à-dire
que haque état (R,R) est ompté 1/2 fois dans le premier terme, et ±1/2 fois dans le
seond).
L'interprétation en termes d'amplitude sur des surfaes d'univers bien hoisies se fait
en érivant la fontion de partition de la façon suivante :
Z(τ) = Tr
[
1 + Ωh
2
qL0−c/24q¯L¯0−c/24
]
=
1
2
[
Tr
[
qL0−c/24q¯L¯0−c/24
]
+ Tr
[
ΩqL0−c/24q¯L¯0−c/24
]]
=
1
2
(T +K).
(1.3.2)
Dans la première ligne, (1 + Ω)/2 projette sur les états vériant Ω = +1, 'est-à-dire
préisément les états de la orde non orientée. Les quantités T et K de la troisième ligne
sont dénies omme respetivement le premier et le deuxième terme de la deuxième ligne ;
T n'est rien d'autre que l'amplitude du tore. L'identiation ave l'équation (1.3.1), et le
fait que son premier terme soit T , onduit à identier K et le seond terme de (1.3.1), e
qui permettra de aluler K. C'est en revanhe l'équation (1.3.2) qui permet d'interpréter
K en termes de surfae d'univers : en eet, K y apparaît lairement omme s'obtenant en
prenant une orde, en la faisant évoluer pendant le temps eulidien 2pit et en reollant les
bouts après une inversion d'orientation ; le résultat obtenu est une surfae non orientable
de aratéristique d'Euler nulle (omme le tore et le ylindre), baptisée bouteille de Klein.
Plus généralement, les amplitudes de ordes non orientées font apparaître, en plus des
surfaes orientables, les surfaes non orientables.
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La bouteille de Klein peut être dénie en onsidérant le plan τ, σ ave les identiations
suivantes :
(τ, σ) ∼ (τ, σ + 2pi), et (τ, σ) ∼ (τ + 2pit,−σ).
L'expression de K i-dessus déoule du hoix de domaine fondamental −pi ≤ σ ≤ pi
et 0 ≤ τ ≤ 2pit, ave les identiations (τ,−pi) ∼ (τ, pi) et (0, σ) ∼ (2pit,−σ). Un autre
hoix de domaine fondamental est 0 ≤ σ ≤ pi et 0 ≤ τ ≤ 4pit, ave les identiations
(0, σ) ∼ (4pit, σ), (τ, 0) ∼ (τ + 2pit, 0) et (τ, pi) ∼ (τ + 2pit, pi), 'est-à-dire qu'on peut voir
la bouteille de Klein omme un ylindre, à ei près que sur haque bord on identie les
points diamétralement opposés. Le résultat ainsi obtenu est que les extrémités ne sont
plus des bords, mais e que l'on appelle des rossaps ; de façon générale, toute surfae
non orientée peut se onstruire à partir d'une surfae orientée en y insérant des rossaps.
Après avoir éhangé le temps et l'espae, et une dilatation appropriée, la bouteille
de Klein s'interprète omme la propagation d'une orde fermée pendant le temps pi/2t
entre deux états de rossap, qui sont aux orientifolds e que les états de bord sont
aux D-branes. Comme pour les états de bord, la préservation de l'invariane onforme
impose (Ln − L¯−n)|C〉 = 0. Dans le as plus spéique des orientifolds plats de l'espae
plat, on peut les onstruire expliitement en imposant (X(σ + pi) − X(σ))|C〉 = 0 et
(∂τX(σ + pi) + ∂τX(σ))|C〉 = 0 pour les oordonnées parallèles à l'orientifold, et les
mêmes équations ave un signe opposé pour les oordonnées orthogonales à l'orientifold.
Il en déoule que l'amplitude de la bouteille de Klein peut s'érire
K = 〈C|(q˜1/4)L0+L¯0−c/12|C〉
= 〈C|
√
q˜
L0−c/24|C〉.
(1.3.3)
On verra dans le hapitre 2 que, dans ertains as, ei s'érit omme une ombinaison
linéaire des aratères χR(
√
q˜).
1.3.3 Cordes ouvertes et D-branes en présene d'un orientifold
L'isométrie h qui intervient dans la dénition de l'orientifold identie une D-brane à
son image par h, et don identie un état de orde allant de la D-brane i à la D-brane j,
noté |ij〉, à un état |j′i′〉, où i′ et j′ sont les images des D-branes i et j. Notamment, s'il
y a une D-brane à une position donnée, il doit y avoir une D-brane image à la position
symétrique par h. Par soui de simpliité, nous nous limiterons aux as où une D-brane
est soit omplètement séparée de son image, soit géométriquement onfondue ave l'ori-
entifold. Nous nous intéresserons ii prinipalement aux ordes de masse nulle vivant sur
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une D-brane ou un groupe de D-branes superposées, 'est-à-dire notamment le hamp de
jauge.
Dans le as de D-branes séparées de l'orientifold, la physique loale est essentielle-
ment la même que sans orientifold. Notamment, pour n D-branes superposées (et leurs n
images), les exitations de masse nulle ontiennent un hamp de jauge U(n).
Considérons don maintenant le as de n D-branes superposées ontenues dans l'orien-
tifold. L'ation de Ωh sur les opérateurs αµm déoule des développements en modes (1.2.1)
et (1.2.2) : ΩαµmΩ
−1 = (−)mαµm dans les as que nous onsidérons ii. L'ation la plus
générale de l'orientifold est alors
Ωh|ψ, ij〉 = (−)Nγii′γ∗jj′|ψ, j′i′〉
où N est le nombre d'exitations de l'état ψ (d'où un signe − pour les bosons de jauge),
γ est une matrie unitaire, et on sous-entend une sommation sur i′ et j′. La ondition
(Ωh)2 = 1 entraîne que γ doit être symétrique ou antisymétrique.
Dans le as où γ est symétrique, par un hangement de base approprié dans l'espae
des D-branes, on se ramène à γ = I. Les bosons de jauge ainsi trouvés sont alors des
ombinaisons antisymétriques des états |ij〉, don le groupe de jauge est SO(n).
Dans le as où γ est antisymétrique, e qui n'est possible que si n est pair, on se
ramène à γ = i
(
0 I
−I 0
)
, et le groupe de jauge est alors USp(n).
1.3.4 Fontion de partition des ordes ouvertes et ruban de Möbius
On note I et J deux ensembles de D-branes superposées, et on s'intéresse à la fontion
de partition des ordes ouvertes entre es deux ensembles de D-branes. Si l'image de I,
notée I ′, est distinte de J , alors les ordes |IJ〉 et leurs images |J ′I ′〉 par l'orientifold
sont distintes, et la projetion en garde une ombinaison linéaire, de sorte que la fontion
de partition est simplement la moitié de l'amplitude de l'anneau. Si J = I ′, alors il faut
y ajouter un terme pour les ordes |II ′〉. Le fait que ΩαµmΩ−1 = (−)mαµm fait apparaître
la quantité TrR[(−)N√qL0−c/24], où R est une représentation de l'algèbre onforme appa-
raissant dans le spetre des ordes |II ′〉. Sahant que L0 = hR+N , où hR est le poids des
états onformes non exités de la représentation R, ei peut s'érire
χˆR(q) ≡ e−ipi(hR−c/24)χR(−√q) (1.3.4)
et la fontion de partition s'érit alors
Z(t) =
1
2
(A+M), où M = n
∑
R
mRχˆR(q).
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où mR indique le nombre d'états R préservés par la projetion moins le nombre d'états
éliminés. Dans le as I = I ′, où on onsidère don des ordes entre un ensemble de D-
branes et lui-même, l'une de es représentations ontient les bosons de jauge ; pour obtenir
le bon nombre de bosons de jauge (n(n− 1)/2 pour SO(n), et n(n + 1)/2 pour USp(n)),
mR pour ette représentation doit valoir −1 pour SO(n), et +1 pour USp(n). Cei nous
amènera à trouver des onditions sur les groupes de jauge des diérentes D-branes pour
assurer la ohérene de la théorie.
De façon analogue au as des ordes fermées, M s'interprète omme une amplitude
obtenue en prenant une orde ouverte, en la faisant évoluer pendant le temps pit et en
reollant les bouts après une inversion d'orientation ; le résultat obtenu est une surfae
non orientable, ave un bord, de aratéristique d'Euler nulle, appelée ruban de Möbius.
Le ruban de Möbius peut être déni en onsidérant la bande 0 ≤ σ ≤ pi, τ ave
l'identiation suivante :
(τ, σ) ∼ (τ + pit, pi − σ).
L'expression de M i-dessus déoule du hoix de domaine fondamental 0 ≤ σ ≤ pi et
0 ≤ τ ≤ pit, ave l'identiation (0, σ) ∼ (pit, pi − σ). Un autre hoix de domaine fonda-
mental est 0 ≤ σ ≤ pi/2 et 0 ≤ τ ≤ 2pit, ave les identiations (0, σ) ∼ (2pit, σ) et
(τ, pi/2) ∼ (τ + pit, pi/2), 'est-à-dire qu'on peut voir le ruban de Möbius omme un ylin-
dre où l'un des bords a été remplaé par un rossap. Après avoir éhangé le temps et
l'espae et eetué une dilatation appropriée, le ruban de Möbius s'interprète omme la
propagation d'une orde fermée pendant le temps pi/2t entre un état de bord et un état
de rossap, d'où déoule que l'amplitude du ruban de Möbius peut s'érire :
M = 〈C|
√
q˜
L0−c/24|B〉. (1.3.5)
On verra dans le hapitre 2 que, dans ertains as, ei s'érit omme une ombinaison
linéaire des aratères χR(−
√
q˜).
1.4 Superordes
La théorie des ordes bosoniques que nous avons vue jusqu'à présent a deux défauts
majeurs :
 Elle omporte un tahyon, signe qu'on développe autour d'un vide instable.
 Il n'y a pas de fermions, e qui est fâheux si on prétend dérire notre monde ave.
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Ces deux défauts sont résolus par la théorie des superordes. Nous allons dérire ii le
formalisme de Ramond-Neveu-Shwarz (RNS). Dans la mesure où les détails de la on-
strution de la superorde n'interviendront pas dans le reste de ette thèse, nous serons
plus brefs que pour la orde bosonique.
1.4.1 Superordes de type II
Le formalisme RNS onsiste à avoir, en plus des hamps salaires Xµ, des spineurs de
Majorana ψµ, et d'ajouter à l'ation de Polyakov (1.1.1) (en xant la métrique à γαβ = ηαβ
un terme
Sψ =
i
pi
∫
d2σ(ψµ−∂+ψ−µ + ψ
µ
+∂−ψ+µ)
où ψ− et ψ+ sont les omposantes de ψ. Cette ation admet une supersymétrie N = (1, 1)
de surfae d'univers, qui relie d'une part la partie gauhe de X et ψ+, d'autre part la
partie droite de X et ψ−.
Les équations du mouvement orrespondantes disent alors que ψ± ne dépendent que
de σ±. L'annulation de l'anomalie de Weyl néessite que la dimension de l'espae-temps
soit 10 ; nous nous plaerons dans e as dans la suite.
ψ+ et ψ− étant des fermions, ils sont dénis à un signe près. Il en déoule que dans le as
des ordes fermées, on a ψµ+(σ+2pi) = ±ψµ+(σ), et de même pour ψµ−. Le as + est appelé
ondition de périodiité de Ramond, et donne lieu à un développement en modes ave de
modes entiers, tandis que le as − est la ondition de périodiité de Neveu-Shwarz, qui
donne lieu à des modes demi-entiers. Comme on peut hoisir indépendamment le signe
pour ψ+ et ψ−  le signe doit être indépendant de µ pour assurer l'invariane de Poinaré
 on aura quatre seteurs dans le spetre, nommés NS-NS, NS-R, R-NS et R-R.
Dans le as des ordes ouvertes, le terme de bord dans la variation de Sψ s'érit
i
2pi
∫
dτ(ψ−δψ− − ψ+δψ+).
La stationnarité de l'ation impose alors l'annulation des fermions sur le bord, d'où déoule
leur annulation partout à ause des équations du mouvement. Il faut don ajouter à haque
bord un terme
Sbordψ = ±
i
2pi
∫
dτψ−ψ+
où le signe ± peut dépendre du bord, e qui donne la ondition au bord ψ− = ±ψ+,
et permet en outre de préserver une des deux supersymétries. Il est toujours possible de
prendre un signe + en σ = 0, en redénissant au besoin ψ− → −ψ−. Il reste alors un signe
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en σ = pi ; le signe + impliquant des modes entiers, et le signe − des modes demi-entiers,
on parlera de ondition au bord de Ramond dans le premier as, et de Neveu-Shwarz
dans le deuxième as, obtenant ainsi deux seteurs de ordes ouvertes.
Spetres NS et R
On onsidère d'abord le spetre engendré par un seul ensemble de modes NS ou R,
'est-à-dire la orde ouverte ou un seul té (gauhe ou droit) de la orde fermée.
Puisque dans le as NS il n'y a pas de mode zéro, le vide des exitations fermioniques
est non dégénéré. La ondition à imposer sur les états physiques est qu'ils soient annulés
par (L0− 12), don l'état orrespondant est un tahyon et la première exitation, engendrée
par les opérateurs ψµ−1/2, est un veteur de masse nulle. Plus généralement les exitations
NS sont des bosons.
Dans le as R, les opérateurs ψµ0 , qui transforment un état fondamental en un autre état
fondamental, forment une algèbre de Dira, de sorte que l'état fondamental est un spineur
de Dira, dont on montre qu'il est de masse nulle. Plus généralement, les exitations R
sont des fermions.
Il existe un opérateur, baptisé nombre fermionique de surfae d'univers, qui antiom-
mute ave les ψ, et a omme valeurs propres ±1. Il est onservé multipliativement lors
des interations, e qui nous permettra d'envisager des théories dont le spetre NS ou R
ne ontient que des états de nombre fermionique +1 ou −1. Parmi les états NS, le tahyon
est de nombre fermionique −1 et le veteur de masse nulle de nombre fermionique +1.
Pour les états R de masse nulle, il est donné par la hiralité de l'état.
Cordes fermées
Dans le as de la orde fermée, les osillateurs gauhes et droits étant déouplés, les
états s'obtiennent omme produit d'un état gauhe et d'un état droit, et on a un nombre
fermionique pour haque té. On obtient don des seteurs du spetre où on ombine un
seteur gauhe et un seteur droit parmi NS+, NS−, R+ ou R−. Les seteurs (NS,NS) et
(R,R) donnent des bosons, tandis que les seteurs (NS,R) et (R,NS) donnent des fermions.
Il faut ensuite imposer l'invariane modulaire. Il en déoule que seules ertaines om-
binaisons de seteurs sont possibles. Les deux qui nous intéresseront sont :
 Type IIA : (NS+,NS+) (R+,R−) (NS+,R−) (R+,NS+),
 Type IIB : (NS+,NS+) (R+,R+) (NS+,R+) (R+,NS+).
Une telle proédure, onsistant à imposer des onditions indépendantes sur les parties
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gauhe et droite des états, s'appelle la projetion GSO, du nom de ses inventeurs (Gliozzi,
Sherk et Olive). Ces deux spetres ne omportent pas de tahyon. Les deux autres théories
invariantes modulaires ontiennent un tahyon et pas de fermion, e qui en limite l'intérêt.
Voyons maintenant le ontenu de es spetres à basse énergie (états de masse nulle).
(NS+,NS+), produit de deux veteurs, est identique aux états de masse nulle de la orde
bosonique, 'est-à-dire un salaire (dilaton Φ), une 2-forme (Bµν) et un graviton. Cela
nous permettra, dans la suite (hapitres 2 et 4), d'étudier la orde bosonique en faisant
abstration des problèmes liés au tahyon : les résultats que nous obtiendrons seront
valides dès lors que nous ne onsidérerons que les états de masse nulle, et nous n'aurons
pas à introduire toute la omplexité liée aux superordes.
Le seteur (R,R), produit de deux spineurs, se déompose en formes diérentielles :
dans la théorie IIA, on obtient un veteur C(1) et une 3-forme C(3) ; dans la théorie IIB,
on obtient un salaire C(0), une 2-forme C(2) et une 4-forme self-duale C(4) ('est-à-dire
que dC(4) = ∗dC(4)). Il sera utile, dans la suite, de dénir des formes de degré plus élevé,
ave la propriété dC(8−n) = ∗dC(n). Pour plus de détails sur ette déomposition, on se
référera au début de [4℄.
Les seteurs (NS,R) et (R,NS) ontiennent haun un gravitino (partile de spin 3/2)
et un spineur de Majorana-Weyl ; les gravitinos de es deux seteurs sont de même hiralité
pour la orde IIB et de hiralités diérentes pour la orde IIA.
À e stade, il paraîtrait naturel d'érire une généralisation de l'ation (1.1.6). Dans
le as de fonds NS-NS, ela est possible, et on obtient l'ation (1.1.6) plus des termes
fermioniques que le leteur pourra trouver dans la littérature. Dans le as de fonds R-R,
il n'y a pas de telle ation, e qui rend diile leur étude, sauf dans ertains as où des
dualités permettent de se ramener à des fonds NS-NS. Nous en verrons un exemple dans
le hapitre 3.
De même qu'un veteur de masse nulle ne peut interagir de façon ohérente que s'il
existe une symétrie loale ave une quantité onservée salaire, un spin 3/2 de masse
nulle ne peut interagir que s'il existe une symétrie loale ave une quantité onservée
spinorielle, autrement dit une supersymétrie d'espae-temps. Puisqu'il y a deux gravitinos,
'est même d'une supersymétrie étendue qu'il s'agit, ave N = (1, 1) pour la théorie IIA,
et N = (2, 0) pour la théorie IIB, soit 32 superharges dans les deux as. On notera que
les supersymétries de surfae d'univers et d'espae-temps sont deux hoses distintes, qui
ne sont reliées que de façon indirete.
On peut trouver étrange que la supersymétrie d'espae-temps n'ait pas été manifeste
dès le début. Il existe une formulation manifestement supersymétrique des superordes,
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dite orde de Green-Shwarz, où, au lieu de fermions de surfae d'univers, on a des fermions
d'espae-temps. Le problème de ette formulation est qu'elle est très diile à quantier
sans briser l'invariane de Lorentz, 'est pourquoi on lui préfère souvent la formulation
RNS. C'est e que nous ferons dans la suite.
Par soui de omplétude, signalons l'existene d'un autre type de superorde, la orde
hétérotique. Elle s'obtient en mettant, en lieu et plae des fermions gauhes se transformant
sous le groupe de Lorentz d'espae-temps, des hamps se transformant selon une symétrie
interne, 'est-à-dire qu'on ne garde que la supersymétrie de surfae d'univers droite. On
obtient alors dans le spetre de masse nulle un dilaton, une 2-forme, un graviton, un
gravitino et un veteur de groupe de jauge SO(32) ou E8 × E8. Dans la mesure où ela
n'interviendra pas dans ette thèse, nous n'en parlerons pas plus.
T-dualité
Comme nous l'avons vu préédemment, la symétrie de T-dualité hange la omposante
droite de X en son opposé. La supersymétrie de surfae d'univers entraîne alors qu'il
faut aussi appliquer ette transformation à ψ−. Cela a pour eet de hanger la hiralité
du seteur R droit, e qui éhange les théories IIA et IIB. Il en déoule également des
transformations pour les hamps R-R, qui onsistent essentiellement à enlever l'indie
orrespondant à la dimension ompatiée lorsqu'il y était, et à l'ajouter lorsqu'il n'y
était pas. Ainsi, dans le as où la dimension ompatiée est la 9, on a :
C ↔ C9, Cµ ↔ C9µ, et.
1.4.2 Cordes ouvertes et D-branes
Comme dans le as de la orde bosonique, on peut ajouter des D-branes et y aroher
des ordes ouvertes, ave des onditions aux bords de Neumann parallèlement à la D-
brane, et Dirihlet orthogonalement à la D-brane. La supersymétrie de surfae d'univers
impose que le signe dans la ondition au bord ψ− = ±ψ+ pour une oordonnée Dirihlet
soit opposé à elui pour une oordonnée Neumann. Cei est ohérent ave le fait qu'une
T-dualité le long d'une oordonnée la fait passer de Neumann à Dirihlet, ou inversement.
Les D-branes à nombre pair de dimensions spatiales, pour la orde IIA, ou impair, pour
la orde IIB, préservent la moitié des supersymétries d'espae-temps, soit 16 superharges.
Il en déoule leur stabilité : en eet, la projetion GSO appliquée aux ordes ouvertes
élimine alors le tahyon, et leur spetre de masse nulle omporte un boson de jauge,
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des utuations de position de la D-brane (seteur NS+, similaire à la orde bosonique)
et un spineur (seteur R±). (Il existe aussi des D-branes stables ne préservant pas de
supersymétrie ; nous n'en parlerons pas dans ette thèse.)
Ation eetive
Comme dans le as bosonique, la D-brane admet une ation eetive. Nous nous
limiterons ii à la partie onernant les hamps bosoniques.
Le ouplage aux hamps NS-NS est le même que pour la orde bosonique, et est donné
par l'ation de Born-Infeld (1.2.6).
On montre qu'une Dp-brane (p ≤ 8) est, en outre, hargée sous la (p+ 1)-forme R-R
C(p+1), d'où déoule un terme
∫
C(p+1) dans l'ation. (Le as des D9-branes est spéial,
puisqu'elles n'existent que dans le as de la théorie de type I, que nous évoquerons plus
loin.) La supersymétrie entraîne que la harge orrespondante est égale au ouplage Tp
de la D-brane au graviton. D'autre part, des raisonnements de T-dualité similaires à eux
que nous avons fait dans le as bosonique montrent l'existene de termes, dits termes de
Wess-Zumino, ouplant les hamps R-R et le hamp de jauge, que l'on peut résumer par∫
exp(Bˆ + 2piα′F ) ∧
∑
q
C(q)
étant entendu que l'on extrait de e produit les termes qui sont des (p+ 1)-formes. Il en
déoule l'ation eetive de Born-Infeld-Wess-Zumino :
Seff = Tp
(
−
∫
dp+1ξ e−Φ
√
− det(Gˆ+ Bˆ + 2piα′F ) +
∫
exp(Bˆ + 2piα′F ) ∧
∑
q
C(q)
)
.
(1.4.1)
Le ouplage Tp peut être alulé en omparant l'amplitude de l'éhange d'un graviton
entre deux D-branes alulée en théorie des ordes et elle alulée ave la théorie des
hamps eetive, et on trouve alors
Tp =
√
pi
κ0
(2pi
√
α′)3−p.
On remarque tout d'abord la relation Tp = 2pi
√
α′Tp+1, qui peut se trouver par T-dualité.
D'autre part, on note une dépendane en κ0 qui, omme nous l'avons signalé préédem-
ment, n'est pas une quantité physique, les quantités physiques étant κ0e
Φ0
(ouplage
gravitationnel) et τp = Tpe
−Φ0
(tension de la Dp-brane).
Dans le as de la théorie IIB, on a deux objets à une dimension spatiale, la D1-brane,
de tension τ1, et la orde fondamentale, de tension τF = 1/2piα
′
. Le rapport τF/τ1 est
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proportionnel au ouplage g = eΦ0 ; il apparaîtra dans la suite intéressant de faire en sorte
qu'il soit égal à g, e qui impose de hoisir κ0 = 8pi
7/2α′2. Le fait de xer κ0 xe aussi Φ0
pour un fond donné, autrement dit ela xe la normalisation additive du dilaton.
Puisque, pour haque hamp R-R, il existe un objet hargé életriquement et un hargé
magnétiquement sous lui (un objet hargé életriquement sous C(p) est hargé magnétique-
ment sous C(8−p)), on peut se demander s'il en est de même pour le hamp NS-NS B.
Il déoule de l'ation (1.1.6) que l'objet hargé életriquement sous B n'est autre que la
orde fondamentale ; l'objet hargé magnétiquement sous B est une NS5-brane, dont les
utuations n'ont pas de desription perturbative omme elles des D-branes (qui sont
les ordes ouvertes qui y sont arohées). Comme les D-branes, la NS5-brane préserve la
moitié des supersymétries d'espae-temps.
1.4.3 Ations eetives à basse énergie et S-dualité
Comme pour la orde bosonique, les exitations de la superorde admettent une a-
tion eetive à basse énergie. L'absene de modèle sigma pour une orde en présene
de hamps R-R n'empêhe pas d'érire une ation eetive. En eet, la supersymétrie
d'espae-temps est très ontraignante, et xe omplètement l'ation à d'éventuelles redéf-
initions des hamps près ; l'ation obtenue est elle de la supergravité IIA ou IIB, selon le
as.
Pour la orde IIA, on obtient
Seff =
1
2κ20
∫
dDx
√− detG
[
e−2Φ
(
R + 4∂µΦ∂
µΦ− 1
12
H2
)
− 1
8
(dC(1))
2 − 1
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(dC(3))
2
]
plus des termes ubiques et quartiques en les formes diérentielles.
Dans le as de la orde IIB, la self-dualité de C(4) exlut l'existene d'une ation o-
variante. Néanmoins, les équations du mouvement peuvent se déduire de l'ation suivante
Seff =
1
2κ20
∫
dDx
√− detG
[
e−2Φ
(
R + 4∂µΦ∂
µΦ− 1
12
H2
)
−1
2
(dC(0))
2 − 1
12
(dC(2))
2 − 1
480
(dC(4))
2
+ termes ubiques et quartiques
]
en imposant la ontrainte dC(4) = ∗dC(4) sur les solutions.
Cette ation possède une symétrie SL(2,R) par laquelle les hamps se transforment
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omme suit :
τ ′ =
aτ + b
cτ + d
, ave τ = C(0) + ie
−Φ
(
C ′(2)
B′
)
=
(
a b
c d
)(
C(2)
B
)
où ad− bc = 1, et C(4) et la métrique d'Einstein GE = e−Φ/2G restent inhangés.
On peut se demander si la théorie des ordes préserve tout ou partie de ette symétrie
de la supergravité. Puisque es transformations mélangent les 2-formes NS-NS et R-R,
ela onduirait, dans le as où a, b, c et d sont quelonques, à transformer la orde
fondamentale en un état de harges quelonques sous les deux 2-formes, e qui violerait
la ondition de quantiation de Dira, sauf dans le as où a, b, c et d sont entiers. On est
don amené à onjeturer l'existene d'une symétrie SL(2,Z), nommée S-dualité pour la
théorie IIB. Le générateur transformant τ en −1/τ éhange les ordes fondamentales et
les D1-branes, les NS5- et D5-branes et laisse les D3-branes invariantes. Dans e dernier
as, il déoule une symétrie SL(2,Z) de la théorie des hamps eetive sur la D3-brane,
dont le leteur pourra trouver l'expression et la démonstration en [38℄ (annexe C de ette
thèse). Signalons que, dans le as ou C(0) = 0, la transformation τ → −1/τ hange Φ en
−Φ, et don le ouplage en son inverse ; 'est don une dualité non perturbative.
1.4.4 Orientifolds et ordes de type I
Comme dans le as des ordes bosoniques, il existe en théorie des superordes des ori-
entifolds, obtenus en quotientant la théorie par le produit de la parité de surfae d'univers
Ω et d'une isométrie involutive de l'espae-temps.
Dans le as des ordes IIB, Ω est une symétrie de la théorie ; les isométries d'espae-
temps hangeant l'orientation ne le sont pas pare que le spetre est hiral. Il en déoule
la possibilité d'orientifolds de dimension spatiale impaire. La moitié des supersymétries
d'espae-temps est préservée.
Si l'isométrie intervenant dans le quotient est l'identité, on a aaire à un orientifold
O9, 'est-à-dire à des ordes non orientées. Après projetion, il reste dans le spetre de
masse nulle le graviton et le dilaton, omme pour les ordes bosoniques, ainsi que la 2-
forme R-R C(2). La théorie ainsi obtenue soure d'anomalies dont la ompensation requiert
l'introdution de 32 D9-branes, don de ordes ouvertes, ave un groupe de jauge SO(32) ;
le résultat obtenu est appelé théorie des ordes de type I. Réiproquement, l'existene de
D9-branes introduit une anomalie dont la ompensation requiert la présene d'un O9, et
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don n'est possible que dans le adre de la théorie de type I. Il peut y exister des D1- et
D5-branes, hargées respetivement életriquement et magnétiquement sous C(2). Comme
les ordes de type I n'interviendront pas dans la suite de ette thèse, nous n'en parlerons
pas plus.
Dans le as des ordes IIA, Ω n'est pas une symétrie de la théorie, ar elle est hirale
sur la surfae d'univers. En revanhe, le produit de Ω par une isométrie d'espae-temps
hangeant l'orientation l'est, et on obtient alors un orientifold de dimension spatiale paire.
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Chapitre 2
Cordes, D-branes et orientifolds dans
un groupe ompat : l'exemple de S3 et
RP3
Dans le hapitre préédent, nous nous sommes intéressé prinipalement aux ordes
dans un espae-temps plat. On voudrait, bien évidemment, envisager le as d'espaes plus
ompliqués, mais les aluls y sont le plus souvent très diiles, voire impossibles. Il y
a néanmoins un as où l'on sait aluler beauoup de hoses : 'est elui où l'espae-
temps est un groupe de Lie, ou un produit de groupes de Lie, haun d'eux étant muni
d'une métrique invariante par l'ation du groupe, 'est-à-dire, dans le as d'un groupe
dont l'algèbre de Lie est simple, sa forme de Killing. Il déoule en eet de la struture
algébrique supplémentaire qu'est la struture de groupe une extension de la symétrie
onforme permettant, au moins dans le as ompat, l'obtention du spetre exat des
ordes fermées et ouvertes.
Nous nous limiterons ii essentiellement aux as non triviaux les plus simples que sont
la 3-sphère (SU(2)), qui est simplement onnexe, et RP3 (SO(3)), qui ne l'est pas, et
pour lequel nous mettrons l'aent sur les diérenes ave son reouvrement universel S3.
Outre le fait d'être un exemple simple de groupe, S3 apparaît dans la limite prohe de
l'horizon de plusieurs fonds intéressants, notamment elle d'une superposition de NS5-
branes [21℄, qui s'érit S3 × RΦ × R1,5, où RΦ est une dimension en laquelle le hamp de
dilaton est linéaire. Un autre exemple est l'état lié formé par des NS5-branes et des ordes
fondamentales, qui est AdS3 × S3 × T 4, qui sera étudié au hapitre suivant.
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2.1 Cordes fermées orientées : le modèle de Wess-Zu-
mino-Witten
On s'intéresse ii aux ordes fermées dans un groupe de Lie ompat G muni d'une
métrique proportionnelle à sa forme de Killing. Par exemple, SU(2) est la 3-sphère munie
de sa métrique usuelle. Si on ne met pas d'autre hamp de fond que la métrique, le
modèle sigma obtenu n'est pas invariant onforme. On peut le rendre invariant onforme
par l'ajout d'un terme approprié, et on obtient l'ation [6, 7℄ :
S = − k
16pi
∫
Σ
dτdσTr′(∂mg∂
mg−1) +
k
24pi
∫
M
Tr′((g−1dg) ∧ (g−1dg) ∧ (g−1dg)) (2.1.1)
où Tr′ est une trae normalisée de sorte que la longueur arrée des raines longues de
l'algèbre soit 2 (pour SU(2), Tr′ = 2Tr dans la représentation fondamentale), et M est
une variété à trois dimensions de bord Σ, e qui revient à avoir un hamp de fond Bµν
non nul, le deuxième terme (appelé terme de Wess-Zumino) étant
∫
M
H =
∫
Σ
B. Comme
k apparaît en fateur devant la métrique, il est proportionnel au arré du  rayon  du
groupe ; dans le as de la 3-sphère, le arré de son rayon vaut kα′.
Cette ation est ambiguë à ause du hoix de M ; e qui est important est que eiS soit
bien déni, e qui est vrai si k, que l'on appelle le niveau du modèle WZW, est entier.
Elle admet une symétrie bien plus large que l'invariane onforme, puisque elle est
invariante par la transformation suivante :
g(τ, σ)→ Ω(σ+)g(τ, σ)Ω¯−1(σ−) (2.1.2)
où Ω et Ω¯ sont deux fontions indépendantes à valeurs dans G. Il en déoule les ourants
onservés à valeur dans l'algèbre de Lie de G (notée g)
J(σ+) = kg∂+g
−1
et J¯(σ−) = kg−1∂−g. (2.1.3)
Leurs modes de Fourier, donnés par
J(σ+) =
∑
n
Jne
−2inσ+ ,
et de même pour J¯ , vérient les relations de ommutation
[Jan , J
b
m] = f
abcJcn+m + knδ
abδn+m,0
où J = Jata, les ta sont des générateurs orthonormés (au sens de la forme de Killing) et
les fabc sont les onstantes de struture de g. L'algèbre de Lie qu'ils engendrent, notée gˆ,
est l'algèbre de Ka-Moody assoiée à g. Les J0 forment une sous-algèbre isomorphe à g.
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Ces relations de ommutation sont assez similaires à elles des αµn dans le as plat.
Il en déoule que les états sont obtenus en agissant sur un état fondamental ave les
opérateurs J−n. L'ensemble des états fondamentaux étant invariant par les J0, ils forment
une représentation de g, et à haque représentation de g est assoiée une représentation
de l'algèbre de Ka-Moody.
Le tenseur énergie-impulsion assoié vaut lassiquement (1/2k)
∑
a J
aJa. Il est toute-
fois renormalisé par les eets quantiques. En imposant que les relations de ommutation
vériées par T soient orretes, on obtient la forme orrete, qu'on appelle tenseur de
Sugawara :
T =
1
2(k + h(g))
∑
a
JaJa
où h(g) est le nombre dual de Coxeter de g. Notamment, h(su(2)) = 2. On montre que la
harge entrale vaut alors
c =
k dim(G)
k + h(g)
et que les relations de ommutation entre T et J sont
[Ln, J
a
m] = −mJam+n,
e qui, là enore, onstitue une similitude entre les Ja et les αi du as plat.
Pour haque paire de représentations (R, R¯) de g, on peut alors déduire le spetre
assoié. Bien sûr, onsidérer G seul omme espae-temps n'aurait guère de sens, et on
onsidérera don le produit de G par un espae de Minkowski. Il déoule alors de l'annu-
lation de L0 + L¯0 − 2 sur les états physiques que la masse des états (dénie à partir de
l'énergie-impulsion de l'espae de Minkowski) est donnée par :
m2 =
2
α′
(
−2 + cR + cR¯
k + h(g)
+N + N¯ +M + M¯
)
(2.1.4)
où cR est le Casimir quadratique de la représentation R (j(j + 1) dans le as de la
représentation de spin j de su(2)), N et N¯ sont les nombres d'exitations gauhes et
droites sur le groupe (étant entendu que J−n rée n exitations), et M et M¯ sont les
exitations de l'espae de Minkowski. L'annulation de L0 − L¯0 impose la ontrainte
M +N +
cR
k + h(g)
= M¯ + N¯ +
cR¯
k + h(g)
.
Il se pose alors la question de savoir quelles représentations sont présentes dans la
théorie. Un résultat remarquable est que, pour toutes sauf un nombre ni d'entre elles,
toute fontion de orrélation ontenant un opérateur se transformant sous une telle
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représentation s'annule. Les représentations restantes sont dites intégrables. Dans le as
de SU(2), e sont les représentations de spin inférieur ou égal à k/2.
Dans le as d'un groupe simplement onnexe, il y a orrespondane entre les états de
ordes fermées et les opérateurs de vertex, qui sont des fontions sur le groupe. Sahant
que l'ensemble des fontions sur G se déompose en représentations de G×G par
Fon(G) =
⊕
R
R ⊗R∗
où R∗ est la représentation onjuguée de R (dans le as de SU(2), on a toujours R∗ = R).
On s'attend alors à e que le spetre des ordes sur G soit et ensemble restreint aux
représentations intégrables.
Il faut néanmoins s'assurer de l'invariane modulaire d'un tel spetre. Comme nous
l'avons vu préédemment, la fontion de partition s'érit
Z(τ) = Tr(qL0−c/24q¯L¯0−c/24)
=
∑
R,R¯
nR,R¯χR(q)χ
∗
R¯(q¯)
ave q = e2piiτ , où τ est le paramètre modulaire du tore, nR,R¯ est la multipliité de la
représentation (R, R¯) dans le spetre, et
χR(q) = TrR(q
L0−c/24).
Ces quantités, qu'on appelle aratères de Ka-Moody, ont les transformations modu-
laires suivantes :
χR(τ + 1) = exp
(
2pii
(
cR
k + h(g)
− c
24
))
χR(τ) (2.1.5)
χR
(
−1
τ
)
=
∑
R′
SRR′χR′(τ) (2.1.6)
où S est une matrie unitaire, qui dans le as de SU(2) vaut
Sjj′ =
√
2
k + 2
sin
(
pi(2j + 1)(2j′ + 1)
k + 2
)
. (2.1.7)
L'unitarité de S entraîne que la fontion de partition
Z(τ) =
∑
R
χRχ
∗
R∗
dite diagonale, et qui n'est autre que elle déoulant du spetre que nous avons onjeturé
dans le as d'un groupe simplement onnexe, est invariante modulaire. Nous en onluons
que e spetre est le bon.
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Il reste maintenant à trouver le spetre dans le as où G n'est pas simplement onnexe.
On a alors G = G˜/H , où G˜ est le reouvrement universel de G, et H un sous-groupe
disret de G˜. Il est aisé de voir que les états de ordes homotopes à un point (dits non
twistés) sont eux de G˜ invariants par H , 'est-à-dire eux assoiés aux représentations de
G˜ où les éléments de H sont représentés par l'identité. La fontion de partition assoiée
à e seul spetre n'étant pas invariante modulaire, il faut y ajouter des états de ordes
non homotopes à un point (dits états twistés). Le spetre omplet peut être déterminé
omplètement en imposant l'invariane modulaire.
Le spetre des ordes fermées dans SO(3) = SU(2)/Z2 a été dérivé expliitement dans
[7℄. Tout d'abord, il est néessaire que k soit pair. Cei est dû au fait que, le groupe
étant de dimension 3, la variété M dans le terme de Wess-Zumino de l'ation (2.1.1) est
néessairement le groupe entier ; SO(3) étant deux fois plus petit que SU(2), il s'ensuit
que k doit être pair pour que e terme soit orretement quantié. En e qui onerne le
spetre, on trouve que :
 Les états non twistés ontiennent les représentations de la forme (j, j), ave j entier
inférieur à k/2.
 Les états twistés ontiennent les représentations de la forme (j, k/2 − j) où j est
entier si k est multiple de 4, et demi-entier sinon.
2.2 D-branes symétriques sur les groupes ompats
2.2.1 Desription des D-branes
Les D-branes sur les groupes ont été initialement onstruites omme des états de bord,
dits états de Cardy, dans le adre des théories onformes rationnelles (dont fait partie le
modèle de Wess-Zumino-Witten) pour lesquelles la fontion de partition est diagonale [9℄.
La ondition au bord vériée par les ourants J et J¯ s'érit J = −J¯ , d'où déoule
que les états de bord assoiés à des D-branes symétriques, 'est-à-dire préservant l'algèbre
de Ka-Moody doivent vérier (J + J¯)|B〉 = 0, e qui, en termes de modes de Fourier,
s'érit (Jn + J¯−n)|B〉 = 0. On montre que pour haque représentation j de l'algèbre de
Ka-Moody il existe un unique état ne ontenant que la représentation j, qu'on appelle
état d'Ishibashi [8℄ et que nous noterons |j〉.
Dans le as où la fontion de partition est l'invariant diagonal, les |j〉 engendrent
l'ensemble des états présents dans le spetre, et don la fontion de partition du ylindre
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dans le seteur des ordes fermées (équation (1.2.5)) s'érit
Z(t) =
∑
j
〈f |j〉〈j|i〉〈j|Tr[(q˜2)L0−c/24]|j〉.
La quantité 〈f |j〉 s'interprète omme le ouplage de l'état de bord |f〉 ave les ordes
fermées dans la représentation j, et nous la noterons Djf dans la suite. La quantité
〈j|Tr[(q˜2)L0−c/24]|j〉, quant à elle, n'est autre que le aratère χj(q˜2), d'où l'expression :
Z(t) =
∑
j
DjfD
j
iχj(q˜
2).
Elle doit d'autre part être égale à la fontion de partition dans le anal ouvert (équation
(1.2.4)), qui s'érit
Z(t) =
∑
j
njifχj(
√
q)
où njif est le nombre de fois où la représentation j apparaît dans le spetre des ordes entre
les D-branes i et f . Le fait que les aratères apparaissant dans les équations préédentes
sont reliés par la relation (2.1.6), et que les njif doivent être des entiers positifs, est une
ontrainte forte sur les états de bord possibles.
Ces états ont été onstruits par Cardy [9℄, qui a montré qu'on peut assoier à haque
représentation r de l'algèbre de Ka-Moody un état |r˜〉 (qu'on appellera  état de spin r 
dans le as de SU(2)), et que njr˜s˜ est le nombre d'apparition de la représentation j dans
le produit des représentations r∗ et s (oeient de fusion).
Ainsi, étant données deux D-branes de spins r et s, on onnaît le spetre des ordes qui
sont entre elles, don leur fontion de partition dans le anal ouvert. Par une transforma-
tion modulaire, on obtient le anal fermé, et don les Djr. Nous utiliserons abondamment
ela dans la suite de e hapitre.
Pour une représentation donnée de l'algèbre de Ka-Moody, la masse des états s'obtient
de façon similaire aux ordes fermées, à ei près qu'il n'y a qu'une algèbre de Virasoro ;
ave les mêmes notations que dans l'équation (2.1.4), on trouve
m2 =
1
α′
(
−1 + cR
k + h(g)
+N +M
)
. (2.2.1)
Dans le as de SU(2), la règle de fusion pour les représentations intégrables de ŝu(2)
est
[j1]⊗ [j2] = [|j1 − j2|]⊕ [|j1 − j2|+ 1]⊕ . . .⊕ [min(j1 + j2, k − j1 − j2)],
e qui donne le spetre.
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Fig. 2.1  Position des D-branes sur la 3-sphère (as k = 4).
Leur géométrie a été étudiée plus tard [12, 13℄. On montre que les D-branes symétriques
sont loalisées sur des lasses de onjugaison du groupe. Dans le as de SU(2), e sont des
2-sphères données, dans les oordonnées polaires usuelles, par
ψ =
(2j + 1)pi
k + 2
(2.2.2)
(g. 2.1).
Dans le as d'un groupe non simplement onnexe, puisque la fontion de partition
du tore n'est pas un invariant modulaire diagonal, on ne peut pas appliquer diretement
la théorie de Cardy. En revanhe, puisqu'un groupe non simplement onnexe s'obtient
par identiation de points de son reouvrement universel par un sous-groupe disret, on
pourra trouver ses D-branes par identiation des D-branes du reouvrement universel.
Dans le as de RP
3
, qui est traité dans [20℄ (annexe B de ette thèse), il s'agit don
de onsidérer les D-branes de la 3-sphère et d'identier elles qui sont diamétralement
opposées. Sahant que l'identiation Z2 agit par
ψ → pi − ψ, θ → pi − θ, φ→ φ+ pi, (2.2.3)
il en déoule que les états de Cardy d'isospins j et k/2− j sont identiés.
Pour j < k/4, ela identie deux D-branes diérentes, et l'on obtient don une D-brane
sphérique, que nous baptiserons  brane de type j .
Dans le as j = k/4, 'est-à-dire sur l' équateur , qui est un plan projetif, on peut
envisager deux types d'identiation :
 si on identie un point d'une D-brane équatoriale de S3 ave le point opposé sur
une autre D-brane, on obtient une D-brane sphérique enroulée sur l'équateur, ave
deux points de la D-brane sur haque point de l'équateur.
 si on identie un point d'une D-brane équatoriale de S3 ave le point opposé sur la
même D-brane, la D-brane obtenue est un plan projetif.
Pour dériver le spetre et le groupe de jauge des D-branes équatoriales, nous utiliserons
la desription suivante : on a N D-branes sphériques équatoriales sur S3, et l'identiation
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Z2 agit omme une permutation involutive. Sahant qu'un état de bord peut être une
ombinaison linéaire quelonque de D-branes, l'espae des états de bord est un espae
vetoriel de dimension N et l'ation de Z2 sur lui est une matrie unitaire Z. Puisque
Z2 = 1, Z est diagonalisable ave n+ valeurs propres +1 et n− valeurs propres −1, ave
n+ + n− = N , et on peut don dérire les D-branes omme n+ D-branes RP
2
de signe +,
et n− D-branes RP
2
de signe −. Nous verrons plus loin la signiation de es signes.
Dans ette desription, une D-brane équatoriale sphérique orrespond à Z = ( 0 11 0 ),
qui a une valeur propre +1 et une valeur propre −1, e qui onduit à la onsidérer omme
la ombinaison de deux D-branes RP2 de signes opposés.
2.2.2 Couplage des D-branes aux ordes fermées
Nous nous limiterons ii à SU(2) et SO(3).
Cas de SU(2)
La fontion de partition des ordes ouvertes entre deux D-branes de types r et s est
donnée par le diagramme de l'anneau :
Ars = Tr(√qL0−c/24) =
k/2∑
j=0
N jrsχj(
√
q).
où q = e−2pit.
Comme nous l'avons vu dans le as plat, ette amplitude peut s'interpréter dans le
anal fermé omme l'éhange d'une orde fermée entre les deux D-branes. Pour ela, il
s'agit d'exprimer l'amplitude en termes de q˜ = e−2pi/t à l'aide des équations (2.1.6) et
(2.1.7). On trouve alors, omme on s'y attend,
Ars =
k/2∑
j=0
DjrD
j
sχj(q˜
2)
où Djs vaut
Djs = sin
(
(2j + 1)(2s+ 1)pi
k + 2
)√Nj (2.2.4)
ave
(Nj)−1 =
√
k + 2
2
sin
(
(2j + 1)pi
k + 2
)
. (2.2.5)
Le groupe de jauge est, bien sûr,
∏
j U(nj).
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Cas de SO(3)
Les ordes entre deux D-branes de types r et s orrespondent sur la 3-sphère à des
ordes entre les D-branes de types r et s d'une part, et k/2− r et s d'autre part (les deux
autres possibilités sont identiées à elles-i). L'amplitude de l'anneau orrespondante est
don :
Ars =
k/2∑
l=0
(N lrs +N
l
k/2−r,s)χl(
√
q).
Pour obtenir les ouplages des D-branes aux ordes fermées, on réérit, omme préédem-
ment, es amplitudes en termes de la variable q˜. On trouve alors que pour j demi-entier,
Djs = 0, e qui est normal puisque il n'y a pas d'état non twisté dans la représentation
(j, j) pour j demi-entier, et pour j entier Djs(SO(3)) =
√
2Djs(SU(2)).
Il onvient de noter que, pour des raisons topologiques, les D-branes sphériques ne
peuvent pas être ouplées aux ordes fermées twistées, don il s'agit là de ouplages aux
ordes non twistées uniquement. En outre, omme les D-branes équatoriales sphériques
sont très similaires aux autres, on peut les onsidérer ii omme des D-branes de type
k/4, don leurs ouplages sont donnés par Djk/4.
Pour une orde ouverte entre une D-brane RP
2
et une de type s, l'anneau s'érit
Ars =
k/2∑
l=0
N lk/4,sχl(
√
q)
où R désigne la D-brane RP2. Cei est indépendant du signe de la D-brane RP2. On trouve
alors
DjR =
1
2
Djk/4 (2.2.6)
e qui n'est pas surprenant puisque une D-brane équatoriale sphérique est une ombinaison
de deux D-branes RP2.
L'amplitude préédente ne ontenant auune information sur le ouplage des D-branes
RP2 aux ordes fermées twistées, nous onsidérons les ordes entre deux D-branes RP2 de
signe déni, e qui orrespond sur la 3-sphère à des ordes entre des D-branes équatoriales.
En notant Z l'ation de l'identiation Z2, on doit avoir
Z|N, l, ij〉 = (−)lsisj|N, l, ij〉 pour l = 0, 1, . . . , k/2, (2.2.7)
où N est le nombre d'exitations de l'état, l le spin de la représentation de SO(3) sous
laquelle il se transforme, i et j les indies des deux D-branes, si et sj leurs signes. Les
valeurs indiquées pour l sont elles où N lk/4,k/4 ne s'annule pas et le signe (−)l est la parité
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du l-ième harmonique sphérique. Il en déoule que l'on a uniquement des ordes d'isospin
pair entre D-branes de même signe, et uniquement d'isospin impair entre D-branes de
signes diérents. L'amplitude de l'anneau orrespondante s'érit don
ARR = 1
2
∑
l=0
l entier
χl(
√
q)± 1
2
∑
l=0
l entier
(−)lχl(√q)
où ± est le produit des deux signes.
Comme le premier terme ontient tous les ouplages de la D-brane RP
2
ave les ordes
fermées non twistées, le deuxième ne ontient que les ouplages ave les ordes twistées.
Après une transformation modulaire, on trouve que la D-brane n'est ouplée qu'à l'état
twisté ave (j, j¯) = (k/4, k/4), et le ouplage est
DtwistedR = ±
1
2
√
k + 2
2
où ± est le signe de la D-brane. Ce signe n'est don rien d'autre, à un fateur numérique
près, que sa harge sous l'état twisté (k/4, k/4).
Considérons maintenant le hamp de jauge. Sahant que nos D-branes ont une géométrie
S2×M ′ dans S3×M (puisque la physique sur S3 seule n'aurait pas de sens), on s'intéresse
au hamp de jauge eetif sur M ′ après rédution dimensionnelle de la 2-sphère, don à
la partie du hamp de jauge indépendante des oordonnées sur la 2-sphère, qui se trouve
dans la représentation de spin 0 de l'algèbre de Ka-Moody. Sahant que, en e qui on-
erne les D-branes équatoriales, la représentation de spin 0 apparaît entre des D-branes
de même harge twistée, on onlut que le groupe est
∏
j<k/4U(nj)×U(n+)×U(n−).
2.2.3 Caluls semi-lassiques et stabilisation par le ux
Nous allons maintenant nous intéresser à la desription eetive des D-branes à basse
énergie, 'est-à-dire l'ation de Born-Infeld.
Stabilité des D-branes sphériques
Tout d'abord, une question est de savoir d'où vient, au niveau de l'ation eetive,
la quantiation de la position des D-branes donnée par la théorie onforme (équation
(2.2.2)), ainsi que leur stabilité, sahant qu'elles n'ont pas une surfae minimale. On va voir
que ela est lié diretement à la quantiation du ux magnétique à travers la D-brane.
Le as de la 3-sphère a été onsidéré initialement en [14℄, et le alul a ensuite été
généralisé à des groupes ompats quelonques [15℄. Nous nous restreindrons ii à la 3-
sphère.
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Dans les oordonnées sphériques habituelles, la métrique et la 3-forme de Neveu-
Shwarz s'érivent :
ds2 = k˜α′
[
dψ2 + sin2 ψ(dθ2 + sin2 θ dφ2)
]
H = dB = 2k˜α′ sin2 ψ sin θ dψ dθ dφ
où k˜α′ est le rayon de la 3-sphère (en l'absene de orretion quantique, k˜ serait le niveau
de l'algèbre de Ka-Moody). On peut hoisir pour B une jauge préservant une symétrie
SO(3) :
B =
[
k˜α′
(
ψ − sin 2ψ
2
)
+ piα′n0
]
sin θ dθ dφ. (2.2.8)
Cei a des singularités aux deux ples ψ = 0 et pi. La fontion d'onde d'une orde enroulée
autour de ette singularité aquiert une phase
∫
S2
B/2piα′, qui vaut 2pin0 en ψ = 0 et
2pi(k˜ + n0) en ψ = pi. Cela est aeptable si elle est multiple de 2pi, don n0 et k˜ doivent
être entiers. Cei est un moyen simple de voir que le rayon de la 3-sphère doit être quantié.
Considérons maintenant une D2-brane sphérique à une valeur xée de ψ. On peut la
munir d'un ux magnétique uniforme
F = dA = −n
2
sin θ dθ dφ
où n, égal à l'opposé du ux magnétique, est un entier. On notera que n n'est pas invariant
de jauge, puisque la 2-forme invariante est Bˆ + 2piα′F , et non F . En revanhe, n − n0
l'est. Nous prenons également en ompte un fond de dilaton, supposé onstant dans un
premier temps.
L'énergie de Born-Infeld pour la D2-brane s'érit
E = TD2
∫
dθ dφ e−Φ
√
det(gˆ + Bˆ + 2piα′F ) + . . .
= 4pik˜α′TD2e
−Φ
√
sin4 ψ +
(
ψ − sin 2ψ
2
− pi(n− n0)
k˜
)2
+ . . .
Si 0 < n− n0 < k˜, ei admet un minimum pour
ψn =
pi(n− n0)
k˜
.
L'identiation ave l'équation (2.2.2) onduit aux relations suivantes entre es paramètres
à basse énergie et eux de l'état de Cardy en théorie onforme :
n− n0 = 2j + 1 (2.2.9)
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k˜ = k + 2.
Noter la renormalisation du rayon k → k+2, déjà renontrée dans l'expression du tenseur
énergie-impulsion.
Dans le as de RP3, la stabilisation des D-branes sphériques se fait par le même
méanisme. Les D-branes équatoriales, quant à elles, sont stabilisées par leur topologie,
qui est telle qu'elles ne peuvent pas se déformer ontinûment en un point.
Couplage aux ordes fermées
Les ouplages Djs peuvent s'obtenir semi-lassiquement à partir du ouplage linéarisé
des D-branes au dilaton. Celui-i peut se déomposer en harmoniques hypersphériques :
Φ =
∑
j
2j∑
L=0
L∑
M=−L
ΦjLMFjLM(ψ)YLM(θ, φ).
Sahant que le ouplage linéarisé s'érit, pour une D-brane située en ψn,∫
S2
dθ dφΦ sinψn sin θ,
seuls apparaissent les harmoniques L =M = 0. Comme
Fj00(ψ) =
√
2
pi
sin(2j + 1)ψ
sinψ
,
on trouve un ouplage eetif du dilaton valant
Djs e ∝ sin
(
(2j + 1)(2s+ 1)pi
k + 2
)
.
On note tout d'abord que la dépendane en s est la même que elle donnée par la théorie
onforme (équation (2.2.4)). En e qui onerne la dépendane en j, il onvient de remar-
quer que dans les aluls de théorie onforme on onsidérait des états propres de J3 et
J¯3, orrespondant aux spins gauhe et droit de so(4) = su(2)L⊕ su(2)R, alors que dans e
alul semi-lassique nous avons onsidéré plutt des états propres du spin du sous-groupe
diagonal SO(3), l'un et l'autre étant reliés par
|j, L =M = 0〉 = 1√
2j + 1
j∑
m=−j
|j,m,−m〉,
d'où déoule qu'il faut en fait omparer Djs et (2j + 1)
−1/2Djs e. On voit alors que, dans
la limite de grand k, e qui revient à la limite α′ → 0 à rayon xé, les deux ouplages
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sont égaux à un fateur indépendant de j près qui orrespond essentiellement au ouplage
gravitationnel (f. [14℄ pour une prise en ompte préise de tous les fateurs). Le fait que
l'identiation ne marhe pas pour k ni n'a rien d'étonnant, puisque après tout l'ation de
Dira-Born-Infeld n'est valide que pour α′ petit ; il est au ontraire tout à fait remarquable
que, ave seulement la renormalisation k → k+2, l'ation eetive reproduise exatement
la position des D-branes, la dépendane en la D-brane du ouplage, et, omme nous le
verrons dans la suite, le spetre des utuations à basse énergie.
Petites utuations
Jusqu'à maintenant, nous avons onsidéré des D-branes à ψ onstant. Nous allons
maintenant les faire utuer, ainsi que le hamp életromagnétique sur elles. Dans la
mesure où, omme dit préédemment, un espae-temps ompat n'aurait guère de sens,
nous allons ajouter une dimension temporelle (le fait de ne pas ajouter d'autre dimen-
sion signie simplement que nous n'allons pas nous préouper des utuations dans es
dimensions). En e qui onerne le hamp életromagnétique, nous nous plaçons dans la
jauge A0 = 0. Nous avons don trois hamps fontions de (t, θ, ψ), que nous érivons
omme suit :
ψ = ψn + δ, Aθ =
k˜
2pi
αθ, et Aφ =
n
2
(cos θ − 1) + k˜
2pi
αφ.
Il s'agit maintenant de développer le lagrangien de Born-Infeld jusqu'à l'ordre quadratique
en les utuations. On a
gˆ + Bˆ + 2piα′F = k˜α′


− 1
k˜α′
+ (∂tδ)
2 ∂tδ∂θδ + ftθ ∂tδ∂φδ + ftφ
∂tδ∂θδ − ftθ sin2 ψ + (∂θδ)2 ∂θδ∂φδ + Fθφ
∂tδ∂φδ − ftφ ∂θδ∂φδ − Fθφ sin2 ψ sin2 θ + (∂φδ)2


ave
fmn = ∂mαn − ∂nαm et Fθφ =
(
δ − sin 2ψ
2
)
+ fθφ.
Après quelques aluls sans diultés, on trouve la variation du lagrangien.
Tout d'abord on a un terme linéaire proportionnel à fθφ. À première vue, ela semble
ontredire le fait qu'on développe autour d'une solution lassique du mouvement. En fait
il n'en est rien, ar l'intégrale de e terme sur la 2-sphère est la utuation du ux du
hamp magnétique, laquelle est néessairement nulle puisque le ux est quantié. On voit
don que ette quantiation est essentielle à la stabilisation de la D-brane.
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Les termes quadratiques peuvent s'érire omme suit :
δ(2)S = −TD2(k˜α′)2 sinψn×
×
∫
dθ dφ
√
− det γ
[
1
2
∂mδ∂
mδ +
k˜α′
4
fmnf
mn +
1
k˜α′
δ2 +
2
k˜α′
δ
fθφ
sin θ
]
où la métrique eetive γ, qui sert à faire monter les indies, est donnée par
ds2 = −dt2 + k˜α′(dθ2 + sin2 θ dφ2).
Cette métrique n'est autre que la métrique de orde ouverte de l'équation (1.2.7). On voit
lairement sur et exemple que les hamps sur la D-brane voient une géométrie donnée par
ette métrique, qui est diérente de la géométrie vue par les ordes fermées : notamment,
les D-branes ont toutes le même rayon pour les ordes ouvertes.
Il en déoule, après quelques aluls, les équations du mouvement suivantes :
d2
dt2
(
δ
fθφ/ sin θ
)
= − 1
k˜α′
(
−△+ 2 2
−2△ −△
)(
δ
fθφ/ sin θ
)
où △ est le laplaien sur la 2-sphère de rayon unité.
Pour trouver les valeurs propres de ette matrie, on déompose δ et fθφ/ sin θ en
harmoniques sphériques :
δ =
∞∑
l=0
l∑
m=−l
δlmYlm(θ, φ) et fθφ/ sin θ =
∞∑
l=1
l∑
m=−l
flmYlm(θ, φ). (2.2.10)
On notera l'absene de terme l = 0 pour f à ause de la quantiation du ux, d'où
déoule que pour l = 0 la seule utuation est elle de δ, ave omme masse 2/(k + 2)α′.
Pour l > 0 la matrie de masse s'érit
1
(k + 2)α′
(
l(l + 1) + 2 2
2l(l + 1) l(l + 1)
)
dont les valeurs propres sont (l+ 1)(l+ 2)/(k+ 2)α′ et l(l− 1)/(k+ 2)α′. Il en déoule le
spetre :
m2 =
j(j + 1)
(k + 2)α′
dans les représentations (j − 1)⊕ (j + 1), (2.2.11)
où j prend toutes les valeurs entières positives, étant entendu que seule la représentation
de spin 1 apparaît pour j = 0 ; es modes zéro orrespondent à des rotations arbitraires
de la 2-sphère dans la 3-sphère. Les autres modes sont massifs, e qui assure la stabilité
de la D-brane.
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La omparaison de e résultat ave la CFT est aisée. Les masses trouvées sont elles
de l'équation (2.2.1), ave N +M = 1, e qui orrespond justement aux exitations de
basse énergie, le as N +M = 0 étant exlu par la projetion GSO. Ces états sont de
la forme Ja−1|j〉, don se transforment sous les représentations (j − 1) ⊕ j ⊕ (j + 1). La
ontrainte de Virasoro éliminant la représentation j ('est elle-là qui est éliminée ar il
y a autant de ontraintes que d'états dans la représentation j de SU(2), soit 2j + 1), le
spetre est nalement en aord ave Born-Infeld. Il y a toutefois une diérene : 'est
que la CFT nous apprend que j est borné (inférieur à k/2), e que Born-Infeld ne permet
pas de voir. Là enore, ela se omprend aisément si on se rappelle que Born-Infeld est
valide dans la limite k →∞.
Dans le as de RP3, il est néessaire d'imposer n0 = −k˜/2 pour que B soit unival-
uée. Cela étant fait, les hoses sont très similaires à S3, en partiulier pour les D-branes
sphériques où les résultats sont identiques. Le spetre des petites utuations de la D-
brane sphérique équatoriale ne ontient que la moitié des ordes ouvertes légères ar elle
est enroulée sur un plan projetif.
Le alul des utuations de la D-brane RP2 requiert d'imposer F = 0 an que l'ation
de Born-Infeld soit bien dénie. Les utuations s'obtiennent de la même façon, à ela
près que l'on doit imposer l'invariane par les transformations (2.2.3), 'est-à-dire que l'on
doit avoir
δ(pi − θ, φ+ pi) == δ(θ, φ)
αθ(pi − θ, φ+ pi) = −αθ(θ, φ)
αφ(pi − θ, φ+ pi) = αφ(θ, φ),
e qui implique que, dans la déomposition (2.2.10), il n'apparaît que des harmoniques
impairs, d'où déoule que dans l'équation (2.2.11) j doit être pair, e qui est onforme
aux prévisions de la théorie onforme.
2.3 Orientifolds sur S
3
et RP
3
Cette setion est onsarée à l'étude des orientifolds dans les groupes ompats non
abéliens les plus simples que sont S3 et RP3, telle que nous l'avons faite dans les artiles
[19℄ (annexe A de ette thèse) et [20℄ (annexe B de ette thèse). Contrairement aux
approhes antérieures, qui soit étaient purement algébriques [10, 11℄, soit partaient de
onsidérations algébriques pour trouver la géométrie [17, 18℄, nous sommes parti de la
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géométrie, 'est-à-dire que nous avons d'abord trouvé la position des orientifolds possibles,
puis leurs ouplages aux ordes fermées par une méthode similaire à e qui a été fait pour
les D-branes dans la setion préédente. Nous traiterons ii des orientifolds sans D-branes ;
l'interation entre les deux fera l'objet de la setion suivante.
2.3.1 Desription géométrique des orientifolds
SU(2)
On peut paramétrer SU(2) omme suit :
g =
(
X1 + iX2 X3 + iX4
−X3 + iX4 X1 − iX2
)
,
où les Xi sont à valeurs sur une 3-sphère de rayon 1. Outre les oordonnées polaires
usuelles :
X1 = cosψ, X2 = sinψ cos θ, X3 + iX4 = sinψ sin θ e
iφ,
nous serons amené à utiliser les angles d'Euler, dénis par
X1 + iX2 = sinα e
iβ, X3 + iX4 = cosα e
iγ ,
ave α ∈ [0; pi/2] et β, γ ∈ [0; 2pi].
L'orientifold, omme nous l'avons vu préédemment, onsiste à ombiner une inversion
d'orientation de la surfae d'univers (Ω : σ → −σ) et une isométrie involutive h de
l'espae-temps. Le fait de prendre une isométrie assure l'invariane du premier terme de
l'ation de WZW (équation (2.1.1)). Cela n'est, en revanhe, pas le as pour le terme
de Wess-Zumino : puisque Ω inverse l'orientation de toute variété ayant pour bord la
surfae d'univers de la orde, il faut que h inverse aussi l'orientation de l'espae-temps
pour assurer l'invariane du terme de Wess-Zumino. Nous imposerons également, omme
lors de notre étude des D-branes, la préservation de l'une des algèbres de Ka-Moody, e
qui entraîne que h doit ommuter ave les rotations à ψ xé.
Sahant que les isométries involutives de la 3-sphère s'érivent, à onjugaison par un
élément du groupe près, diag(±1,±1,±1,±1), on aboutit nalement à deux hoix pour
h (g. 2.2) :
 h0 = diag(1,−1,−1,−1), 'est-à-dire g → g†, e qui en termes de oordonnées s'érit
(ψ, θ, φ)→ (ψ, pi − θ, φ+ pi), et (α, β, γ)→ (α,−β, γ + pi).
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Fig. 2.2  Positions possibles pour les orientifolds sur la 3-sphère.
Les points xes sont deux orientifolds O0 situés aux ples de la 3-sphère (ψ = 0 et
pi).
 h2 = diag(−1, 1, 1, 1), 'est-à-dire g → −g†, e qui en termes de oordonnées s'érit
(ψ, θ, φ)→ (pi − ψ, θ, φ), et (α, β, γ)→ (α, pi − β, γ).
L'ensemble des points xes est un orientifold O2 situé à l'équateur (ψ = pi/2).
Remarquons en passant que e type de transformations se généralise aisément à n'im-
porte quel groupe : pour tout élément λ du entre du groupe, g → λg−1 dénit un
orientifold.
SO(3)
Pour obtenir les orientifolds de RP3, on onsidère a priori une isométrie de S3 ave
h2 = ±1 (puisque 1 et −1 sont identiés). La néessité que h inverse l'orientation impose
en fait de se limiter à h0 ou h2, omme pour SU(2). Ces deux isométries étant identiées,
elles donnent toutes deux une même onguration, ave omme points xes un O0 au
ple et un O2 plan projetif à l'équateur.
2.3.2 Couplage aux ordes fermées
Comme nous l'avons vu préédemment, l'amplitude de la bouteille de Klein peut s'in-
terpréter soit omme une boule de orde fermée hangeant d'orientation, soit omme
une émission et absorption d'une orde fermée par un orientifold. En sahant quels états
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restent et lesquels sont supprimés par la projetion orientifold, on pourra trouver l'ampli-
tude de la bouteille de Klein et en déduire le ouplage de l'orientifold aux ordes fermées.
SU(2)
Les états de orde fermée, avant projetion, sont de la forme
P (Jan, J¯
a¯
n¯)|j,m, m¯〉
où P est un polynme, Jan et J¯
a¯
n¯ sont les générateurs de l'algèbre de Ka-Moody, et
|j,m, m¯〉 est un état primaire (sans exitations) dans la représentation (j, j) de l'algèbre.
L'ation de l'orientifold sur les ourants de Ka-Moody est simple : il déoule immé-
diatement de l'équation (2.1.3) que Ωh0 et Ωh2 éhangent les ourants gauhe et droit.
En e qui onerne les primaires, on obtient l'ation de l'orientifold en onsidérant
les opérateurs de vertex orrespondants. Il s'agit d'harmoniques sphériques qui, dans les
oordonnées d'Euler, s'érivent
Djmm¯(α, β, γ) = e
i(m+m¯)γei(m−m¯)βP jmm¯(cosα).
La forme préise de P jmm¯ n'interviendra pas ii : tout e qui importe pour nous est leur
symétrie par éhange de m et m¯. L'ation de l'orientifold sur les primaires en déoule :
Ωh0|j,m, m¯〉 = (−)m+m¯|j, m¯,m〉, et Ωh2|j,m, m¯〉 = |j, m¯,m〉.
Nous avons maintenant e qu'il faut pour érire la bouteille de Klein. Sahant que
seuls interviennent les états ave m = m¯, et qu'on a 2j = 2m mod 2, on obtient :
K(0) = 1
2
k/2∑
j=0
(−)2jχj(q2) et K(2) = 1
2
k/2∑
j=0
χj(q
2). (2.3.1)
Nous avons vu d'autre part (équation (1.3.3)) que l'amplitude de Möbius s'érit aussi
K = 〈C|√q˜L0−c/24|C〉. En faisant le même raisonnement que pour l'amplitude de l'anneau
ave les états d'Ishibashi de rossap |jC〉 au lieu des états d'Ishibashi de bord, on obtient
K =
k/2∑
j=0
(Cj)2χj(
√
q˜)
où les Cj sont les ouplages de l'orientifold aux ordes fermées dans la représentation
(j, j). Une transformation modulaire à partir de l'équation (2.3.1) permet de aluler les
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Cj, et on trouve
Cj(0) = ε
j
(0)E2j+k sin
(
(2j + 1)pi
2k + 4
)√Nj (2.3.2)
Cj(2) = ε
j
(2)E2j cos
(
(2j + 1)pi
2k + 4
)√Nj (2.3.3)
où En est le projeteur sur les nombres pairs (En = (1 + (−)n)/2), Nj est donné par
l'équation (2.2.5) et les εj sont des signes, pour l'instant inonnus puisque nous n'avons
alulé que les arrés des ouplages.
SO(3)
Outre les états non twistés, tous de spin entier, la bouteille de Klein fait apparaître
les états twistés dont les spins gauhe et droit sont égaux. Dans le as de SO(3), il y en a
un, ave un spin égal à k/4. L'amplitude de la bouteille de Klein en déoule :
K = 1
2
[ k/2∑
l=0
l entier
χl(q
2) + ζχk/4(q
2)
]
.
Le signe ζ indique omment l'état twisté se transforme par l'orientifold. Les deux signes
sont a priori ohérents, et ela sera onrmé par l'étude de l'amplitude du ruban de
Möbius.
Comme dans le as de SU(2), on peut, par une transformation modulaire, trouver le
ouplage des orientifolds aux ordes fermées. On trouve
Cj =
1√
2
εjE2j
√Nj
[
sin
(
(2j + 1)pi
2k + 4
)
+ ζ(−)j cos
(
(2j + 1)pi
2k + 4
)]
.
Cela ressemble fortement à la somme des ouplages des deux sortes d'orientifolds de la
3-sphère, e qui n'a rien d'étonnant puisque justement on a ii un O0 et un O2.
2.3.3 Considérations semi-lassiques
Pour omprendre es formules, notamment les fateurs E2j et E2j+k, et xer les signes,
une analyse semi-lassique est utile. Nous allons, omme pour les D-branes, nous intéresser
au ouplage linéarisé au dilaton. Sahant que l'ation eetive de l'orientifold s'érit
S = −TO
∫
e−Φ
√
− det gˆ,
où TO est la tension de l'orientifold, on peut, par des aluls similaires au as des D-branes,
aluler un ouplage eetif.
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Dans le as de l'orientifold O2, on trouve
Cj(2) e ∝ TO(−)jE2j ,
e qui onrme le fateur E2j et xe le signe :
εj(2) = (−)j sign(TO2).
La dépendane en j et k de l'équation (2.3.3) n'est pas visible ii ar e alul n'est valide
que dans la limite où k est grand, auquel as le osinus vaut 1.
Le as des orientifolds O0 de la 3-sphère est plus subtil. Puisque nous avons un orien-
tifold à haque ple, leur ouplage au dilaton est la somme de deux termes :
T nordO0 Φ(ψ = 0) + T
sud
O0 Φ(ψ = pi)
e qui onduit au ouplage eetif
Cj(0) e ∝ (2j + 1)(T nordO0 + (−)2jT sudO0 ).
Pour aller plus loin nous devons déterminer la nature préise des orientifolds, qui est liée
à la torsion disrète du hamp B.
Ce qui se passe est que la présene d'un hamp B ajoute un fateur exp
[
i
∫
Σ
B/2piα′
]
à
l'intégrale de hemin. Sahant que l'orientifold transforme une 2-sphère autour d'un O0 en
un plan projetif, on est amené à onsidérer le as Σ = RP2, étant entendu que l'intégrale
est bien dénie ar l'orientifold hange aussi le signe de B. Ave les notations de l'équation
(2.2.8), le fateur obtenu est (−)n0 pour l'orientifold nord, et (−)n0+k pour l'orientifold
sud. La tension de l'orientifold étant proportionnelle à e fateur  plus préisément, elle
est négative (orientifold O0−) en son absene  il en déoule que
T sudO0 = (−)kT nordO0
d'où
Cj(0) e ∝ (2j + 1)E2j+kT nordO0
e qui est ompatible ave le alul de la bouteille de Klein (équation (2.3.2)) dans la
limite k grand, et xe le signe :
εj(0) = sign(T
nord
O0 ).
Le alul semi-lassique des signes εj(0) et ε
j
(2) que nous venons de faire sera onrmé,
dans le as où il y a des D-branes, par le alul des amplitudes de Möbius.
Dans le as de RP3, il déoule du alul semi-lassique que le ouplage est la somme
d'un ouplage pour le O0 et d'un ouplage pour le O2, 'est-à-dire e que nous avons
trouvé pour la bouteille de Klein ; on s'attend en outre à e que εj soit indépendant de j.
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2.4 D-branes en présene d'un orientifold sur S3 ou RP3
Nous allons ii nous intéresser prinipalement à l'amplitude du vide sur le ruban de
Möbius, qui peut s'interpréter soit omme une boule de orde ouverte non orientée,
soit omme un éhange de orde fermée entre une D-brane et un orientifold. Cei nous
fournira un test de ohérene des aluls préédents, et nous permettra en outre de trouver
les groupes de jauge assoiés aux D-branes.
Nous avons vu préédemment (équation (1.3.5)) que, dans le anal fermé, l'ampli-
tude de Möbius s'érit en faisant intervenir les états de bord et de rossap : M =
〈C|√q˜L0−c/24|B〉. À l'aide des états d'Ishibashi, ei s'érit
M =
∑
j
〈C|jC〉〈j|B〉〈jC|
√
q˜
L0−c/24|j〉.
Sahant que les états de bord vérient (Jn + J¯−n)|j〉 = 0, tandis que les états de ross-
ap vérient (Jn + (−)nJ¯−n)|jC〉 = 0, il déoule que le terme 〈jC |
√
q˜
L0−c/24|j〉 s'érit
Tr
[
(−)N√q˜L0−c/24], qui n'est autre que χˆj(q˜), où χˆ est le aratère modié introduit dans
l'équation (1.3.4).
On montre que les χˆj(q˜) peuvent, par une transformation modulaire, s'érire
χˆi(q˜) =
∑
j
Pijχˆj(q),
où la matrie P vaut
P = T 1/2ST 2ST 1/2.
Elle a omme omposantes (f le alul dans l'annexe de [19℄ (annexe A de ette thèse))
Pij =
2√
k + 2
sin
(
pi(2i+ 1)(2j + 1)
2k + 4
)
E2i+2j+k.
Signalons enn que, puisque nous nous restreignons à des ongurations préservant
une algèbre de Ka-Moody, nos D-branes seront parallèles au O2, ou auront les O0 omme
entre.
2.4.1 Cas des O0 sur la 3-sphère
L'isométrie h0 transformant les D-branes en elles-mêmes, l'amplitude de Möbius fait
intervenir des ordes entre une D-brane et elle-même. Sahant que h0 restreint à une D-
brane est l'identiation antipodale, haque terme sera aeté d'un signe égal à la parité
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de l'harmonique sphérique orrespondant, 'est-à-dire (−)l. L'amplitude dans le anal
ouvert en déoule :
M(0)r = ε′r
min(2r,k−2r)∑
l=0
l entier
(−)lχˆl(q);
le signe global ε′r détermine le type de projetion, et don le groupe de jauge, pour les
branes de type r.
À l'aide de la matrie P , on peut érire l'amplitude dans le anal fermé. Après quelques
aluls, on trouve
M(0)r = ε′r(−)2r
∑
j
|Cj(0)|Djrχˆj(q˜).
Or il faudrait trouver e résultat sans valeur absolue ni signe supplémentaire. Il en déoule
d'une part que le signe εj(0) ne dépend pas de j, omme l'analyse semi-lassique nous la
montré, et d'autre part que le type de projetion alterne ave le type de D-brane :
ε′r = sign(T
nord
O0 )(−)2r,
e qui donne omme groupe de jauge un produit alterné de groupes orthogonaux et sym-
pletiques. Cei implique en partiulier que les D-branes de type entier dans le as d'un
O0+ au nord, demi-entier dans le as d'un O0− au nord, sont en nombre pair.
On pourrait, naïvement, faire le raisonnement suivant : puisque l'intégralité de la D-
brane est hors de l'orientifold, la physique sur elle est loalement elle de la orde orientée,
don le groupe de jauge doit être U(n). En fait, e n'est pas orret ar, omme auparavant,
on regarde le hamp de jauge eetif après rédution dimensionnelle sur la 2-sphère ; e
hamp a bien n(n− 1)/2 ou n(n+ 1)/2 omposantes, d'où un groupe de jauge SO(n) ou
USp(n).
2.4.2 Cas des O2 sur la 3-sphère
L'isométrie h2 transforme une D-brane de type r en une D-brane de type k/2− r. Les
D-branes viennent don néessairement par paires, sauf les branes équatoriales, de type
k/4, qui n'existent que si k est pair, et l'amplitude de Möbius fait intervenir des ordes
entre une D-brane et son image. Sahant que les harmoniques sphériques sont invariants
par h2, il n'y aura pas de signe dans le anal ouvert omme pour le O0. L'amplitude de
Möbius s'érit don :
M(2)r = ε′r
k/2∑
l=k/2−2r
l entier
χˆl(q).
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Après une transformation modulaire par la matrie P , on obtient le anal fermé, et, par
un raisonnement similaire au as préédent, il en déoule que εj(2) est bien elui que nous
avons trouvé par un alul semi-lassique, et que ε′r = sign(TO2).
Le groupe de jauge est sans surprise : il est unitaire pour les D-branes non équatoriales,
et orthogonal ou sympletique pour les D-branes équatoriales.
2.4.3 Cas de RP
3
Branes non équatoriales
Les ordes entre deux D-branes non équatoriales de même type r sur RP3 orrespon-
dent à deux sortes de ordes sur la 3-sphère : des ordes entre deux branes de type r, et
des ordes entre une brane de type r et une de type k/2− r. L'ation de Ωh sur de telles
ordes est elle que nous avons vue dans le as de la 3-sphère, don l'amplitude de Möbius
s'érit :
Mr = ε′r
2r∑
l=0
l entier
((−)lχˆl(q) + ε′′r χˆk/2−l(q))
où ε′r et ε
′′
r sont des signes. Une transformation modulaire onrme que ε
j
est une onstante
ε, et donne les signes ε′r = (−)2rε et ε′′r = (−)2rζ .
Le groupe de jauge est donné par le signe devant χ0, 'est-à-dire ε
′
r. Don, omme
pour le O0 de la 3-sphère, le groupe de jauge pour les D-branes non équatoriales est une
alternane de groupes orthogonaux et sympletiques.
Branes équatoriales
Le as des D-branes équatoriales est plus subtil ar, omme nous l'avons vu, il y en a
deux sortes, et elles peuvent être mélangées par l'orientifold. L'ation la plus générale de
l'orientifold sur les états est, omme vu préédemment
Ωh|N, l, ij〉 = (−)Nγii′γ∗jj′|N, l, j′i′〉
où γ est une matrie unitaire, symétrique ou antisymétrique. Sahant que les états de
RP
3
doivent être invariants par la transformation Z de l'équation (2.2.7), on doit imposer
que l'ation de Ωh préserve l'invariane par Z, d'où déoule que γ doit ommuter ou
antiommuter ave la matrie Z.
Si γ ommute ave Z, alors les branes de harges diérentes ne sont pas mélangées par
l'orientifold, et le groupe de jauge sur es branes sera SO(n+) × SO(n−) ou USp(n+) ×
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USp(n−), où n+ et n− sont les nombres de haque sorte de D-brane. Les états apparaissant
dans l'amplitude de Möbius sont alors | + +〉 et | − −〉, qui sont d'isospin pair, d'où
l'expression
MR = (n+ + n−)ε′R
k/2∑
l=0
l pair
χˆl(q)
=
1
2
(n+ + n−)ε
′
R
k/2∑
l=0
l entier
(
(−)lχˆl(q) + χˆk/2−l(q)
)
.
Si γ antiommute ave Z, e qui est possible seulement si n+ = n− ≡ n, alors, par un
hangement de base sur les D-branes + et − séparément, γ peut être mise sous la forme
γ =
(
0 ±I
I 0
)
,
où les premières lignes et olonnes orrespondent aux D-branes +. L'eet de Ωh sur les
ordes ouvertes est don :
|++〉 ↔ | − −〉
|+−〉 ↔ ±|+−〉
| −+〉 ↔ ±| −+〉
Avant de faire l'opération d'orientifold, on avait un groupe de jauge U(n) orrespondant
aux états |++〉, et un autre pour les états |−−〉. Puisqu'ils sont identiés par l'orientifold,
il reste un groupe de jauge U(n). On notera que les D-branes + et − ne peuvent pas exister
séparément ii, et que la matrie γ dénit un appariement entre elles, de sorte qu'il est
ii pertinent de onsidérer que nous avons n D-branes équatoriales sphériques, le groupe
U(n) s'interprétant alors omme les hangements de base arbitraires dans l'espae de es
D-branes. Les états apparaissant dans l'amplitude de Möbius sont alors |++〉 et | − −〉,
qui sont d'isospin pair, d'où l'expression
MR = 2nε′R
k/2∑
l=0
l impair
χˆl(q)
= −nε′R
k/2∑
l=0
l entier
(
(−)lχˆl(q)− χˆk/2−l(q)
)
.
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Dans les deux as, à un fateur 1/2 près, qui est aussi présent dans les ouplages
DjR (2.2.6), es amplitudes s'érivent omme pour les D-branes non équatoriales, ave
ε′′R = +1 dans le premier as, et −1 dans le seond as. La ondition de ohérene s'érit
don, omme préédemment, ε′R = ε
′′
R(−)k/2ε et ζ = ε′′R(−)k/2. Ainsi :
 Si ζ = (−)k/2, alors le groupe de jauge est SO(n+)×SO(n−) ou USp(n+)×USp(n−),
selon le signe ε.
 Si ζ = −(−)k/2, alors on doit avoir n+ = n− ≡ n, et le groupe de jauge est U(n).
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Chapitre 3
Univers branaires et D-branes
anti-de Sitter
Comme nous l'avons vu, la théorie des superordes n'est ohérente qu'à dix dimen-
sions. Si on veut avoir une hane de dérire notre univers ave, il faut s'arranger pour
obtenir une théorie eetive qui soit à quatre dimensions, au moins aux éhelles d'énergie
atuellement aessibles expérimentalement.
Avant qu'on onnaisse les D-branes, le seul moyen pour ela était de prendre un espae
ible de la forme R4 ×M , où M est une variété ompate de dimension six ; on obtient
alors une théorie eetive à quatre dimensions à des éhelles très grandes devant la taille
deM . Cei a donné lieu à d'importants développements dans les années 1980, notamment
onernant les variétés de Calabi-Yau, qui ont omme propriété de préserver une partie
de la supersymétrie. Le leteur pourra se référer à [1, 2℄ pour plus de détails.
Ave l'émergene des D-branes, et des ordes ouvertes ontraintes de rester à leur voisi-
nage, est venue l'idée que notre Univers pourrait être une D3-brane (un univers branaire),
et que la matière serait des ordes ouvertes vivant sur ette D-brane. Malheureusement,
ela ne semble a priori pas marher pour la gravité, puisque ses exitations apparais-
sent en théorie des ordes omme des ordes fermées, qui peuvent se déplaer dans tout
l'espae-temps. Il faut don, de toute façon, ompatier six dimensions. Toutefois, la loi
de Newton de la gravitation n'étant vériée expérimentalement que jusqu'à des éhelles
de l'ordre du dixième de millimètre, on peut envisager des dimensions ompates bien
plus grandes que sans D-branes, e qui ouvre d'autant plus de possibilités. Tout ela est
traité en détail dans la revue réente [22℄.
Par la suite, l'artile fondateur de Randall et Sundrum [23℄ a montré que, en présene
d'une brane massive, il peut exister un mode du hamp gravitationnel qui est onné
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au voisinage de la brane, et la fore gravitationnelle qui en déoule est, à basse énergie,
elle de Newton. Cette loalisation de la gravité permet de réaliser le prinipe de l'univers
branaire sans être obligé de ompatier six dimensions. Il apparaît alors que l'obtention
d'une brane plate néessite un ajustement n de la tension de la brane par rapport à la
onstante osmologique de l'espae ambiant, ajustement sans lequel la brane aura une
géométrie de Sitter ou anti-de Sitter. On est don amené à étudier es géométries, plus
partiulièrement dans leur limite de grand rayon où on tend vers un espae plat.
Le but de e hapitre est d'étudier ertains aspets des tentatives de réalisations
ordistes de l'univers branaire. Puisque, omme nous l'avons dit, es réalisations font
apparaître des espaes anti-de Sitter, nous rappellerons d'abord e que sont es espaes.
3.1 Espaes anti-de Sitter
Dénition
Considérons un espae de Minkowski à n+ 1 dimensions et ave deux temps, 'est-à-
dire ayant pour métrique
ds2 = −dX20 + dX21 + . . .+ dX2n−1 − dX2n.
On peut, au sein de et espae, obtenir un hyperboloïde ayant omme groupe d'isométries
O(2, n− 1) en prenant le sous-ensemble d'équation
−X20 +X21 + . . .+X2n−1 −X2n = −L2 (3.1.1)
où L est un réel positif, que nous appellerons rayon de l'hyperboloïde, qui a un seul temps.
Cet espae ayant des ourbes fermées de genre temps, on dénit l'espae anti-de Sitter
AdSn omme le reouvrement universel de l'hyperboloïde.
On dénit de la même façon l'espae de de Sitter dSn en remplaçant, dans les équations
préédentes, les signes − devant Xn et L2 par des +, et il n'y a alors pas besoin de prendre
le reouvrement universel. L'espae ainsi obtenu a omme groupe d'isométries O(1, n).
L'espae anti-de Sitter est solution des équations d'Einstein du vide ave une onstante
osmologique négative −3/L2, tandis que de Sitter l'est ave une onstante osmologique
3/L2.
Systèmes de oordonnées pour AdSn
Divers systèmes de oordonnées sont utilisés pour AdSn, selon les sous-espaes et les
sous-groupes des isométries auxquels on s'intéresse.
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Les oordonnées dites anti-de Sitter s'obtiennent en posant Xn−1 = L sinhψ. Les sous-
espaes ψ = onstante sont alors des espaes AdSn−1 de rayon L coshψ, d'où la métrique
ds2 = L2
[
dψ2 + cosh2 ψ ds2(AdSn−1)
]
(3.1.2)
étant entendu que ds2(AdSn−1) désigne la métrique d'un espae AdS de rayon unité.
Les oordonnées dites de Sitter s'obtiennent en posantXn = L coshψ. Les sous-espaes
ψ = onstante sont alors des espaes dSn−1 de rayon L sinhψ, d'où la métrique
ds2 = L2
[
dψ2 + sinh2 ψ ds2(dSn−1)
]
. (3.1.3)
Ces oordonnées ne ouvrent pas l'hyperboloïde en entier.
Les oordonnées Poinaré s'obtiennent en posant Xn+Xn−1 = L
2u et Xi = Luxi pour
0 ≤ i ≤ n− 2. L'équation (3.1.1) entraîne alors Xn −Xn−1 = u−1 + u(−x20 + . . .+ x2n−2),
d'où la métrique :
ds2 = L2
[
du2
u2
+ u2(−dx20 + . . .+ dx2n−2)
]
. (3.1.4)
3.2 Loalisation de la gravité sur une brane
3.2.1 Cas de la gravité pure
On onsidère un espae à 5 dimensions ave une 3-brane massive. L'ation s'érit :
S ∝
∫
d5x
√
− det g
[
−1
4
R − Λ5
]
− λ
∫
d4x
√
− det gˆ (3.2.1)
où Λ5 = −3/L2 est la onstante osmologique, prise négative, λ est la tension de la brane
et gˆ est la métrique induite sur la brane. On se plae ii dans l'approximation de la brane
ne (d'épaisseur nulle), qui failite grandement la résolution des équations du mouvement.
Comme on herhe à avoir une brane maximalement symétrique ('est-à-dire ave
un groupe d'isométries le plus grand possible), don Minkowski ou (anti-)de Sitter, on
va herher des solutions ayant les symétries de R1,3 ou (A)dS4. On onsidère don des
solutions de la forme
ds2 = A(r)g¯ijdx
idxj +B(r)dr2 (3.2.2)
où r est une oordonnée telle que la brane est en r = 0, et g¯ est une métrique Minkowski,
de Sitter ou anti-de Sitter.
Un moyen pour trouver la solution est de remplaer la métrique par l'ansatz (3.2.2)
dans l'ation (3.2.1), et d'intégrer sur les quatre dimensions xi, de façon à obtenir une
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ation à une dimension. On peut alors varier l'ation par rapport à A(r) et B(r), e qui
donne deux équations pour A après avoir imposé B(r) = 1 (e qui est toujours possible
par redénition de r) et il n'est alors pas très diile de trouver les solutions. On pourra
trouver le détail des aluls dans l'annexe de [24℄.
Ayant hoisi A(0) = 1 (par hoix de normalisation pour g¯), on peut alors érire la
solution [25℄ :
dS4 : A ∝ sinh2 c− |r|
L
LdS4 = L sinh
c
L
λ =
3
L
coth
c
L
M4 : A = exp
(
−2|r|
L
)
λ =
3
L
AdS4 : A ∝ cosh2 c− |r|
L
LAdS4 = L cosh
c
L
λ =
3
L
tanh
c
L
où c est un paramètre réel positif. On voit que pour une tension faible, la brane est anti-de
Sitter, qu'elle devient Minkowski à la tension ritique λ = 3/L, et enn de Sitter pour
une tension élevée. L'espae à 5 dimensions, quant à lui, est onstitué de deux moreaux
d'espae AdS5 de rayon L ollés au niveau de la brane, la métrique (3.2.2) pour r > 0 ou
r < 0 n'étant rien d'autre que elle d'AdS5 dans l'un des systèmes de oordonnées (3.1.2),
(3.1.3), (3.1.4). (Dans le as Poinaré, il faut poser u = L−1 exp(−|r|/L).)
Pour montrer la loalisation de la gravité sur une telle brane, on regarde les utuations
linéarisées de la métrique autour de la solution i-dessus. Dans le as des branes de Sitter
et Minkowski, on trouve (f [25℄) qu'il y a un état lié de masse nulle onné sur la brane ;
dans le as anti-de Sitter, e n'est pas le as, mais le spetre des utuations est disret,
et, pour λ susamment prohe de 3/L ('est-à-dire une ourbure faible pour la brane),
l'un des modes, qualié de mode presque zéro, est très léger devant les autres, et est aussi
onné sur la brane. Dans tous les as, le mode (presque) zéro reproduit la gravité à
quatre dimensions à basse énergie.
Le fait qu'un mode presque zéro puisse reproduire la gravité peut surprendre, dans
la mesure où un graviton massif à quatre dimensions a inq polarisations, alors qu'un
graviton de masse nulle en a deux, et il en déoule que la limite m → 0 d'un graviton
massif n'est pas un graviton de masse nulle (disontinuité de Van Dam-Veltman-Zakharov
[26℄). On montre néanmoins que, dans e as préis, il est possible d'éliminer les modes
en trop, de sorte que le problème ne se pose pas (f [27℄).
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3.2.2 Réalisation ordiste
Obtention d'AdS5
Considérons N D3-branes plates superposées en théorie IIB, vériant x3 = x4 = x5 =
x7 = x8 = x9 = 0. Comme nous l'avons vu préédemment, les D3-branes sont hargées
sous le hamp de Ramond-Ramond C(4). On peut expliitement trouver la solution de
supergravité orrespondante :
ds2 = f−1/2(−dx20 + dx21 + dx22 + dx26) + f 1/2(dr2 + r2ds2(S5))
F(5) = (1 + ∗) dx0 dx1 dx2 dx6 df−1
f = 1 +
L4
r4
ave L4 ≡ 4pigsα′2N
où r2 = x23 + x
2
4 + x
2
5 + x
2
7 + x
2
8 + x
2
9.
Dans la limite, dite prohe de l'horizon, où r tend vers zéro, le terme onstant de f
disparaît et on obtient
ds2 =
r2
L2
(−dx20 + dx21 + dx22 + dx26) + L2
dr2
r2
+ L2ds2(S5).
En posant u = L−2r, on voit qu'il s'agit de AdS5×S5, la métrique de AdS5 étant exprimée
dans les oordonnées de Poinaré (3.1.4), et où AdS5 et S
5
ont omme rayon L.
Il résulte de e fait une onjeture de dualité entre la théorie des ordes sur AdS5×S5
et la théorie de Yang-Mills maximalement supersymétrique à quatre dimensions, qui est
la théorie des hamps eetive vivant sur la D3-brane ; ette dernière étant invariante
onforme, la onjeture est nommée  AdS/CFT . Le leteur pourra se reporter à [30℄
pour plus de détails.
AdS4 dans AdS5
Dans la géométrie i-dessus, l'hypersurfae x6 = 0 est un AdS4. Pour obtenir ela
à partir de D-branes, il faut don ajouter aux D3-branes i-dessus une D-brane dont
l'intersetion ave les D3-branes s'étend selon les dimensions 0, 1 et 2, et vérie x6 = 0.
D'autre part, pour assurer la stabilité de ette onguration, on veut préserver une partie
de la supersymétrie ; on montre que pour ela, dans le as de D-branes perpendiulaires,
il faut que le nombre de dimensions vériant une ondition de Neumann pour l'une des
D-branes et Dirihlet pour l'autre soit multiple de 4. Il est alors aisé de voir que ela est
réalisé si on ajoute aux D3-branes des D5-branes données par x6 = x7 = x8 = x9 = 0. Si
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on néglige l'eet des D5-branes sur la géométrie de l'espae ambiant, alors, dans la limite
prohe de l'horizon de la D3-brane, on obtient des D-branes AdS4 × S2 dans AdS5 × S5.
Bien sûr, pour obtenir la loalisation de la gravité au voisinage des D5-branes, il ne
faut pas négliger leur ation sur la géométrie. Une étude préise de ela néessite d'érire
la solution de la supergravité en présene des D3- et D5-branes. Malheureusement, ette
solution n'est pas onnue : on ne onnaît que des solutions où soit les D3, soit les D5
sont déloalisées [28℄. Néanmoins, omme expliqué dans [29℄, on a de bonnes raisons de
penser que la gravité est loalisée sur les D5-branes, au moins au voisinage des D3-branes,
de façon similaire au as en gravité pure que nous avons vu, même si l'approximation de
brane ne risque de ne plus marher lorsque la partie AdS4 devient plate.
Puisqu'on ne sait pas prendre en ompte la rétroation des D5-branes sur la géométrie,
nous allons, dans la suite de e hapitre, nous plaer dans l'approximation où il y a très
peu de D5-branes (plus préisément gsM ≪ 1, où M est le nombre de D5-branes), de
sorte que nous pourrons onsidérer que la géométrie est elle déoulant des D3-branes.
En utilisant l'ation de Born-Infeld, on peut étudier semi-lassiquement les D-branes
AdS4×S2 dans AdS5×S5. Tout d'abord, il est aisé de voir que, outre les D-branes x6 = 0,
les D-branes données par x6 = C/u, où C est une onstante, sont également des AdS4×S2,
ave un rayon anti-de Sitter égal à L
√
1 + C2, et un rayon de la sphère maximal (égal à
L). Ces rayons sont stabilisés par le ux magnétique à travers la 2-sphère [31℄ ; les aluls
étant assez similaires à eux du hapitre préédent, nous ne les reproduisons pas ii. On
peut aussi aluler le spetre des utuations quadratiques de la D-brane [32℄.
On voudrait, bien sûr, pouvoir aller au-delà des aluls semi-lassiques. Le problème
est que nous avons ii un hamp de fond R-R (F(5) en l'ourrene) et que l'on ne sait pas
érire de modèle sigma sur la surfae d'univers de la orde omme on sait le faire pour
des hamps NS-NS. Un as intéressant à étudier de e point de vue là est le as similaire
des D-branes AdS2 × S2 dans AdS3 × S3. En eet, une telle onguration peut s'obtenir
ave des hamps de fond R-R (F(3)) similaires à e que nous avons vu préédemment.
Comme la S-dualité que nous avons vue dans le premier hapitre éhange F(3) = dC(2) et
H = dB, ette onguration est S-duale à une onguration ne omportant que des fonds
NS-NS qui est un modèle de WZW, où on sait que les aluls semi-lassiques donnent des
résultats exats.
Nous sommes don amené à onsidérer des D-branes AdS2 × S2 dans AdS3 × S3 ave
des hamps de fond NS-NS. Si on herhe à obtenir quelque hose qui ressemble à un
univers branaire, il est intéressant de savoir quelle est la géométrie eetive vue par les
hamps vivant sur la D-brane, 'est-à-dire les ordes ouvertes. Nous verrons que, omme
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montré dans [36℄, les rayons eetifs des parties anti-de Sitter et sphérique sont égaux,
même si les rayons dans la géométrie ambiante sont très diérents.
Nous étudierons ensuite ette même onguration, mais ave des fonds R-R au lieu de
NS-NS. Nous verrons que le alul des petites utuations à l'aide de l'ation de Born-
Infeld donne les mêmes utuations que dans les fonds NS-NS, e qui nous permet de
vérier la S-dualité dans e as partiulier. Ce alul permet également de montrer que,
omme dans le as NS-NS, on a une géométrie eetive pour les ordes ouvertes, et que
les deux rayons sont aussi égaux. Nous en disuterons les onséquenes.
3.3 D-branes dans AdS3×S
3
ave des hamps de fond
NS-NS
3.3.1 Obtention d'AdS3 × S
3
La géométrie AdS3 × S3 s'obtient à partir d'un état lié de Q5 NS5-branes enroulées
sur un 4-tore et de Q1 ordes fondamentales le long de la dimension non ompate des
NS5-branes. On montre que la géométrie prohe de l'horizon d'une telle onguration est
AdS3 × S3 × T 4, où les rayons d'AdS3 et de S3 sont égaux à L ≡
√
Q5α′. Dans la suite,
nous onsidérerons le T 4 omme spetateur, et nous ne nous en ouperons pas.
AdS3 et S
3
étant des groupes, respetivement le reouvrement universel de SL(2,R)
et SU(2), et puisque nous avons ii une onguration sans harge R-R, les hamps de fond
sont donnés par le modèle de Wess-Zumino-Witten vu au hapitre préédent. Dans des
oordonnées appropriées,
ds2 = L2
[
dψ2 + cosh2 ψ (dω2 − cosh2 ω dτ 2) + dχ2 + sin2 χ (dθ2 + sin2 θ dφ2)]
B = L2
[(
ψ +
sinh 2ψ
2
)
coshω dω ∧ dτ +
(
χ− sin 2χ
2
)
sin θ dθ ∧ dφ
]
et le dilaton est une onstante Φ = Φ
NS
.
En e qui onerne le spetre, e que nous avons vu dans le as de groupes ompats
s'applique ii. Il y a tout de même quelques diérenes : d'une part, il y a un nombre
inni de représentations de SL(2,R) qui interviennent, et d'autre part il y a des subtilités
à ause du fait que le groupes des transformations (2.1.2) n'est pas onnexe. Le leteur
pourra se référer à [5, 35℄ pour plus de détails.
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3.3.2 D-branes dans AdS3
Les D-branes dans AdS3×S3 s'obtiennent omme produit d'une D-brane dans AdS3 et
d'une D-brane dans S3. Comme nous avons déjà vu les D-branes dans S3 dans le hapitre
préédent, nous allons maintenant étudier les D-branes dans AdS3.
Comme dans le as de la 3-sphère, la ondition aux bords J = −J¯ est réalisée par
des lasses de onjugaison de SL(2,R). Dans les oordonnées (3.1.1), elles sont données
par X0 = onstante, et sont des espaes hyperboliques (pour X0 < L) ou de Sitter (pour
X0 > L). Dans le premier as, il s'agit de surfaes entièrement de genre espae, don
de D-instantons (loalisés dans le temps), dont l'interprétation n'est pas laire. Dans le
deuxième as, le hamp életrique qu'il faut mettre sur la D-brane pour qu'elle minimise le
lagrangien de Born-Infeld (1.2.6) est tel que l'expression sous la raine arrée est négative,
e qui rend es D-branes non physiques [36℄.
Au lieu de la ondition aux bords J = −J¯ , on peut prendre J = −Ω(J¯), où Ω est un
automorphisme de SL(2,R). S'il s'agit d'un automorphisme intérieur, 'est à dire de la
forme Ω(g) = h0gh
−1
0 , ave h0 ∈ SL(2,R), on obtient essentiellement les mêmes D-branes
qu'auparavant après une rotation sur le groupe. Dans le as de SU(2), tous les automor-
phismes sont intérieurs, et 'est pour ela que nous n'avions pas évoqué e point. En
revanhe, SL(2,R) admet des automorphismes extérieurs qui, modulo un automorphisme
intérieur, s'érivent
Ω(g) =
(
0 1
1 0
)
g
(
0 1
1 0
)
.
Les D-branes qui en déoulent sont des lasses de Ω-onjugaison, la lasse d'un élément g
étant dénie par {hgΩ(h)−1, h ∈ G}. Ii, il s'agit de surfaes AdS2 données, dans les o-
ordonnées (3.1.2), par ψ = ψ0. Le hamp életromagnétique néessaire à leur stabilisation
s'érit
F = − L
2
2piα′
ψ0 coshω dω ∧ dτ.
Sahant qu'on a aaire ii à des D-branes non ompates, on pourrait roire que,
ontrairement aux 2-sphères dans la 3-sphère, les positions de es D-branes ne sont pas
quantiées. En fait il n'en est rien : en eet, de manière générale, la harge sous B d'une
orde (pas forément fondamentale) vaut
q = 2piα′
δS
δBωτ
où S est l'ation eetive de la D-orde (1.4.1). Elle doit être multiple de la harge
d'une orde fondamentale, 'est-à-dire, ave la normalisation hoisie, entière. Dans le as
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qui nous onerne, on a q = −e−Φ sinhψ0, d'où une quantiation de la position de la
D-brane. D'autre part, ette harge non nulle signie qu'on a en fait aaire à un état
lié d'une D1-brane et q ordes fondamentales, baptisé orde (1, q). Il onvient de noter
que ette quantiation est de nature diérente de elle des 2-sphères dans la 3-sphère :
notamment, elle est invisible si on fait tendre le ouplage vers zéro, don on ne verra rien
dans la théorie onforme.
3.3.3 AdS2 × S
2
dans AdS3 × S
3
Les D-branes symétriques dans AdS3 × S3 sont, d'après e qui préède, données par
ψ = ψ0 et χ = χ0. Le hamp életromagnétique est la somme des deux hamps stabilisant
respetivement AdS2 et S
2
, don
F = − L
2
2piα′
(ψ0 coshω dω ∧ dτ + χ0 sin θ dθ ∧ dφ).
Pour une D3-brane de topologie M × S2, la harge sous B s'érit :
q = 2piα′
∫
S2
dθ dφ
δS
δBωτ
≡ 1
2pi
∫
S2
dθ dφF˜θφ.
Le hamp F˜ est, de manière générale, donné par
2piα′F˜mn =
1
2
e−Φ
√
− det(gˆ +B + 2piα′F )[(gˆ +B + 2piα′F )−1][pq]εmnpq
+ Cˆmn + C(0)(Bmn + 2piα
′Fmn)
où ε est le tenseur antisymétrique ave ε0123 = +1. Pour les branes qui nous intéressent
ii, on a q = − L2
piα′
e−Φ sinχ0 sinhψ0.
D'autre part, nous avons vu préédemment que p = − 1
2pi
∫
S2
dθ dφFθφ est quantié. Ii,
p = L
2
piα′
χ0, d'où une quantiation de χ0. On peut montrer que les D-branes S
2
dans S3
peuvent s'interpréter omme des états liés de p D-branes ave deux dimensions de moins ;
on en déduit que nos D-branes sont des ordes (p, q).
On peut aluler le spetre des petites utuations de la D-brane ave l'ation de
Born-Infeld, omme on l'a fait dans le hapitre préédent. Nous ne reproduirons pas ii
les aluls, et laissons le leteur se référer à [37℄, où il est également montré que le spetre
trouvé est en aord ave e que l'on sait faire en CFT, à ela près que, omme dans le
hapitre préédent, le alul semi-lassique ne donne pas de borne supérieure pour le spin
des représentations de SU(2) permises.
Considérons maintenant la géométrie eetive, 'est-à-dire vue par les ordes ouvertes.
Cette géométrie est, omme nous l'avons vu dans le premier hapitre, donnée par la
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métrique de orde ouverte (1.2.7). Il est aisé de voir que la géométrie eetive de notre
D-brane est AdS2 × S2, omme sa géométrie induite, mais ave omme rayon L aussi
bien pour AdS2 que pour S
2
, alors que les rayons induits sont respetivement L sinχ0 et
L coshψ0. Ainsi, alors que, du point de vue de la géométrie induite, il est possible d'avoir
un AdS2 presque plat et une 2-sphère très petite, ela n'est en fait pas possible dans la
géométrie vue par les ordes ouvertes. Cela a évidemment une grande importane si on
veut obtenir nalement un univers branaire ; nous y reviendrons lors de l'étude ave des
fonds R-R.
3.4 D-branes dans AdS3×S
3
ave des hamps de fond
R-R
3.4.1 Champs de fond
Le fond R-R s'obtient à partir du fond NS-NS par la transformation de S-dualité
C(2) → B, B → −C(2), F → F˜ et τ → − 1τ , où τ = C(0)+ ie−Φ. Il s'agit d'un état lié de Q5
D5-branes et Q1 D1-branes. On montre alors (f l'appendie de [38℄ (annexe C de ette
thèse)) que F˜ est transformé en −F , e qui garantit que la dualité préserve l'équation
du mouvement pour F , puisqu'elle s'érit dF˜ = 0. Ainsi, notre orde (p, q) devient une
orde (−q, p), e qui signie que, à un signe près, les harges de D-orde et de orde
fondamentale sont éhangés.
Les hamps ainsi obtenus sont
Φ = −Φ
NS
C(2) = BNS
F =
eΦL2
NS
2piα′
(cosχ0 coshψ0 coshω dω ∧ dτ + sinχ0 sinhψ0 sin θ dθ ∧ dφ)
ds2 = eΦds2
NS
.
Vu la forme de la métrique, dans la suite, nous redénissons L2 ≡ L2
RR
= eΦL2
NS
.
3.4.2 Petites utuations et métrique eetive
Puisque la S-dualité est une symétrie des équations du mouvement déoulant de l'a-
tion eetive à basse énergie, on s'attend à e que les représentations de SL(2,R)×SU(2)
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présentes dans le spetre soient les mêmes. Il est néanmoins utile de vérier que la S-
dualité fontionne bien. Pour ela, omme préédemment, on onsidère les utuations
quadratiques de l'ation eetive (1.4.1). Il apparaît alors qu'après un hangement de
variables approprié :
δψ˜ = sinhψ0 cosχ0 δψ − coshψ0 sinχ0 δχ
δχ˜ = coshψ0 sinχ0 δψ + sinhψ0 cosχ0 δχ
les termes quadratiques sont essentiellement identiques au as NS-NS, en remplaçant δψ
par δψ˜ et δχ par δχ˜. Il en déoule que le spetre est bien le même.
La S-dualité nous donne des informations supplémentaires qui ne déoulent pas de
l'ation eetive. En eet, nous avons vu que, dans le as NS-NS, le spin maximal des
représentations présentes est égal à la moitié de la harge magnétique p de la D-brane sous
le hamp B. Il en déoule que, si la S-dualité est vraie, dans le as RR le spin maximal est
la moitié de p, qui est maintenant la harge életrique sous B. Un tel résultat ne pouvait
être trouvé diretement ar il n'y a pas de modèle sigma onnu pour la surfae d'univers
des ordes en présene d'un fond RR non nul.
Pour e qui onerne la géométrie eetive, il se pose le problème qu'a priori, la
formule (1.2.7) n'a pas de raison d'être valide en présene de hamps R-R. Il se pose don
la question de savoir s'il y a une notion de métrique eetive dans un tel as. Dans le
développement en utuations de l'ation eetive apparaît naturellement une métrique
AdS2 × S2 ave des rayons égaux. Mais ei ne dit rien sur la normalisation de ette
métrique, don sur la valeur du rayon ommun. Pour le trouver, on va, omme on avait
fait dans le as de la 3-sphère, ajouter une dimension supplémentaire x, qui sera ii spatiale
puisqu'il y a une dimension temporelle dans AdS2, et onsidérer une D-brane qui s'étend
le long de ette dimension ('est-à-dire qu'on fait une T-dualité le long d'une dimension
orthogonale à AdS3 × S3). L'ation eetive s'exprime alors naturellement en termes de
la métrique
ds2
e
= dx2 + L2(sin2 χ0 + sinh
2 ψ0)(dω
2 − cosh2 ω dτ 2 + dθ2 + sin2 θ dφ2).
Sahant que la géométrie eetive de la diretion x doit être la même que sa géométrie
réelle (ar il n'y a auun hamp de fond qui en dépende), on onlut que ette expression
donne la métrique eetive ave la bonne normalisation, d'où le rayon eetif
R2 = L2(sin2 χ0 + sinh
2 ψ0).
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On peut vérier aisément que 'est e que l'on trouve en utilisant la formule (1.2.7) sans
auune orretion. La question de savoir si ela se généralise reste ouverte.
Ainsi, la situation est diérente du as NS-NS, puisque le rayon dépend de la position
de la D-brane, et peut prendre n'importe quelle valeur. Cela ne ontredit pas la S-dualité,
puisqu'il s'agit d'une symétrie des équations du mouvement, et non de l'ation.
L'égalité des rayons des parties anti-de Sitter et sphérique de la géométrie posent
problème dans le adre d'un univers branaire à la Randall-Sundrum : e que l'on voudrait,
en eet, 'est un grand rayon ('est-à-dire une éhelle osmologique) pour la partie anti-de
Sitter, an qu'elle soit presque plate, onformément aux observations, et un petit rayon
pour la partie sphérique, 'est-à-dire plus petit que l'éhelle où la loi de Newton est vériée
expérimentalement (environ 0,1 mm). L'égalité des rayons est reliée à la supersymétrie :
en eet, l'existene d'une théorie des hamps supersymétrique dans une géométrie requiert
l'existene d'un spineur ovariantement onstant, e qui n'est possible ii que si les deux
rayons sont égaux. Plus préisément, 'est de supersymétrie étendue qu'il s'agit puisque,
dans la théorie des hamps obtenue en supprimant la sphère, les isométries de la sphère
deviennent des R-symétries. Par exemple, dans le as de la D-brane AdS4×S2 onsidérée
initialement, on a une R-symétrie O(4) ∼= O(3) × O(3), le premier O(3) provenant de la
3-sphère et le deuxième des dimensions extérieures à la D-brane, d'où une supersymétrie
N = 4 à 4 dimensions (16 superharges). Il semblerait don que l'obtention d'univers
branaires réalistes requière une supersymétrie N ≤ 1. Il faudrait pouvoir faire le alul
sans négliger la réation de la D-brane sur la géométrie ambiante pour voir e qui se passe
dans e as.
Remarquons toutefois que puisque, dans le as de AdS2 × S2 ave des fonds R-R, on
peut obtenir un rayon très grand, on a là un moyen d'obtenir un espae plat à quatre
dimensions (f la remarque à la n de [30℄). La question de savoir si ela peut donner lieu
à un univers branaire réaliste mérite ertainement d'être étudiée.
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Chapitre 4
Cordes ouvertes dans une onde plane
Jusqu'à présent, nous nous sommes intéressé à des fonds indépendants du temps.
Les fonds dépendants du temps posent en eet des problèmes à la fois tehniques et
oneptuels, qui viennent notamment du fait que la théorie des ordes perturbative est
formulée omme une théorie de matrie S, alors qu'on ne peut pas toujours dénir d'états
asymptotiques dans une géométrie dépendant du temps.
Parmi les fonds les plus étudiés, il y a les géométries obtenues en quotientant l'espae
plat par un boost, éventuellement de genre lumière [39℄, l'intérêt étant que l'espae est
plat, e qui simplie grandement la quantiation de la orde. Ces fonds sont des modèles
jouets pour un  rebond osmologique  (un Big Crunh suivi d'un Big Bang), et peuvent
ontenir une singularité de genre espae ou lumière ; la résolution de telles singularités en
théorie des ordes reste un problème ouvert.
On peut aborder es problèmes en onsidérant un analogue en termes de ordes ou-
vertes [40℄. Il s'agit d'une onguration, dite iseaux de genre lumière, où deux D-branes
qui se oupent bougent l'une par rapport à l'autre de sorte que les points d'intersetion
vont à la vitesse de la lumière, le tout étant plongé dans un espae de Minkowski ordinaire.
L'intérêt d'une telle étude est que l'on peut isoler les eets ordistes de eux dûs à une
forte gravité, es derniers étant absents dans le as ouvert, et qu'on peut régulariser le
omportement à grands temps en rendant les D-branes parallèles dans le passé et le futur
lointains (g. 4.1)  ela est analogue à stopper l'expansion de l'Univers dans le as du
quotient i-dessus, et permet d'avoir des états asymptotiques.
Les iseaux de genre lumière régularisés sont un as partiulier de D-branes portant
une onde plane, qui font l'objet de e hapitre. L'intérêt de telles D-branes est que,
moyennant un hoix de jauge partiulier, la jauge du ne de lumière, la théorie des
hamps sur la surfae d'univers est libre ave des soures, e qui permet de aluler
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Fig. 4.1  Ciseaux de genre lumière régularisés.
diverses quantités expliitement. On pourra don, en partiulier, envisager, dans le as
des iseaux de genre lumière régularisés dérits i-dessus, de voir s'il y a une divergene
infrarouge dans l'émission de ordes ouvertes de masse nulle par une orde tendue entre les
deux D-branes, e qui serait le signe d'une forte rétroation à tout ouplage. On s'attend
à e que e soit le as au moins dans la limite où la distane entre les D-branes tend vers
l'inni, ar alors l'énergie d'une orde tendue entre elles tendrait aussi vers l'inni, et il
faut bien qu'elle prenne ette énergie quelque part, d'où une rétroation sur les D-branes.
Un objetif de e hapitre sera don de voir omment aborder e genre de alul.
4.1 Quantiation de la orde dans la jauge du ne de
lumière
Au début du hapitre 1, nous avons vu qu'après xation de la métrique dans l'a-
tion de Polyakov (1.1.1), il reste des symétries, qui sont les transformations onformes
des oordonnées. Nous allons voir que, moyennant un abandon de la ovariane mani-
feste de Lorentz de l'espae-temps ible, on peut xer omplètement la jauge et imposer
simplement la ontrainte (1.1.2).
La forme générale des transformations onformes est
σ+ → σ˜+(σ+), σ− → σ˜−(σ−)
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ave σ± ≡ τ ± σ. Il en déoule que τ et σ se transforment en
τ˜ =
1
2
[σ˜+(τ + σ) + σ˜−(τ − σ)]
σ˜ =
1
2
[σ˜+(τ + σ)− σ˜−(τ − σ)].
Cei équivaut à demander que τ˜ soit une solution quelonque de l'équation τ˜ = 0, et σ˜
est alors xé à une onstante additive près.
Dans le as d'une orde ouverte, le fait que σ˜ soit onstant aux bords entraîne la
ondition aux bords ∂σ τ˜ . Ces deux onditions sont, par les équations du mouvement,
vériées par toute ombinaison linéaire des oordonnées Xµ ; pour simplier l'expression
de la ontrainte (1.1.2), on prend τ˜ = X+/(2α′p+), la normalisation étant néessaire pour
que σ˜ ait la bonne normalisation ('est-à-dire un éart de pi entre les bords), e qui revient
à onsidérer qu'on prend
X+ = 2α′p+τ,
où
X± =
X0 ±X1√
2
sont les oordonnées du ne de lumière.
La ontrainte (1.1.2) s'érit alors
∂±X
− =
1
p+
(∂±X
i)2,
i parourant les indies 2 à D − 1, de sorte que X− est omplètement déterminé à une
onstante additive près. Les variables dynamiques sont don le mode zéro de X− et les
D − 2 hamps X i.
Il déoule de l'équation préédente que l'impulsion p− s'érit :
p− =
1
2p+
[
(pi)2 +
1
α′
(
D−1∑
i=2
∑
m>0
αi−mα
i
m − a
)]
où, omme au premier hapitre, nous avons introduit une onstante a à ause de l'ordre
normal. Il en déoule que la masse des états vaut
m2 = 2p+p− − (pi)2 = 1
α′
(N − a)
où N est le nombre d'exitations selon les oordonnées 2 à D − 1.
Il se pose alors la question de l'invariane de Lorentz de ette théorie. Puisque nous
l'avons obtenue à partir d'une théorie invariante de Lorentz, il est néessaire à la ohérene
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Fig. 4.2  Corde fondamentale arohée à une D-orde ondulante.
qu'elle le soit. On peut aluler expliitement les générateurs du groupe de Lorentz, et on
onstate alors que le ommutateur [J i−, J j−], qui devrait être nul, ne l'est eetivement
que si D = 26 et a = 1, 'est-à-dire préisément e que nous avons trouvé lors de la
quantiation ovariante, et le spetre est don le même. Notons toutefois qu'il n'y a pas
à imposer de onditions sur les états omme lors de la quantiation ovariante, et don
on obtient les états simplement en faisant agir les αi−n sur un état non exité.
Dans le as de la orde fermée, les hoses sont similaires, ave des parties gauhe
et droite indépendantes, à ei près qu'on doit imposer la ondition N = N˜ . Nous ne
détaillerons pas plus.
4.2 Corde libre sur une D-orde ondulante
4.2.1 Desription du fond
La onguration qui nous intéresse ii est une D1-brane, paramétrée par les oordon-
nées du ne de lumièreX+ etX−. Les autres oordonnées sont données parX i = Y i(X+),
où les Y i sont des fontions ontinues à support ompat (on s'attend à e que les résultats
s'étendent au as de fontions déroissant  susamment vite ). Cei dérit une impul-
sion d'onde plane de déformation allant à la vitesse de la lumière (g. 4.2). Le support
ompat des fontions Y i permet, pour les ordes ouvertes sur ette D-brane, des états
asymptotiques à temps susamment petit ou grand qui sont eux d'une orde ouverte sur
une D-brane plate donnée par X i = 0. Le ouplage de la orde ave l'onde sur la D-brane
est donné, omme le montre l'ation (1.2.3), par
SI = ± 1
2piα′
∫
dτ Y i(X+)∂σXi.
Cette ation n'ayant pas de dépendane en X−, l'impulsion p+ est onservée, et X+ vérie
les mêmes équations du mouvement et onditions aux bords qu'en l'absene d'onde. On
peut don passer dans la jauge du ne de lumière omme expliqué préédemment et, du
point de vue de la surfae d'univers, on a aaire à des hamps libres X i ouplés à des
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soures dépendant du temps Y i(2α′p+τ). Pour alléger les notations, on prendra dans la
suite 2α′ = 1.
Par T-dualité, une telle onde est équivalente à une onde életromagnétique plane
Ai(X
+) sur le volume d'univers d'une D-brane en dimension plus élevée. Une grande
partie de e que nous allons faire ii pourra s'y transposer failement. Néanmoins, dans
le as életromagnétique, les onditions aux bords de Neumann (modiées par le hamp)
onduisent à l'existene de modes zéros pour la orde qui ompliqueraient quelque peu
la disussion ; aussi onsidérerons-nous le as d'une onde de déformation d'une D1-brane
dans e qui suit.
Par soui de simpliité, nous ne travaillerons ii que dans le adre de la orde bosonique.
Signalons toutefois que dans le as de la superorde, le terme d'interation fermionique
s'érit uniquement en termes de ψ+ (le partenaire supersymétrique de X+), qui s'annule
dans la jauge du ne de lumière, de sorte que le terme d'interation est in ne le même
que pour la orde bosonique. Il en déoule que beauoup de résultats de la orde bosonique
devraient pouvoir se transposer simplement à la superorde.
Enn, dans la mesure où les X i sont déouplés entre eux, nous n'en onsidérerons
qu'un, et omettrons l'indie i.
4.2.2 Fontions de orrélation
Nous onsidérons dans un premier temps une orde  libre , au sens où il n'y a pas
de oupure ou de fusion de ordes. Malgré ette absene d'interation entre ordes, la
présene d'une soure rend la matrie S non triviale.
Pour aluler les amplitudes, on est amené à onsidérer des fontions de orrélation
telles que
〈0out|X(τ1, σ1) . . .X(τn, σn)|0in〉S = 〈0out|X(τ1, σ1) . . .X(τn, σn) exp(iSI)|0in〉, (4.2.1)
les états |0in〉 et |0out〉 étant en présene de la soure dans le premier as, et en son absene
dans le seond. On a ii |0in〉 = |0out〉 (en l'absene de soure), mais nous les distinguons
an de pouvoir plus loin appliquer e formalisme au as des interations.
On va se plaer dans le as d'une soure générique, 'est-à-dire non loalisée au bord,
et don
SI =
∫
dτ dσ J(τ, σ)X(τ, σ)
où J est une fontion quelonque. L'équation du mouvement s'érit alors X = −piJ . Il
en déoule que 〈0out|X(τ, σ)|0in〉S/〈0out|0in〉S doit également vérier ette équation. Cette
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ondition, et le fait que ette quantité doit s'annuler au bord (si J ne ontient pas de δ ou
dérivée de δ au bord) et ne ontenir que des termes en e−inτ (resp. e+inτ ), n > 0, quand
τ → +∞ (resp. −∞), impose que
〈0out|X(τ, σ)|0in〉S
〈0out|0in〉S = i
∫
dτ ′dσ′N(τ, σ; τ ′, σ′)J(τ ′, σ′) (4.2.2)
où N , le propagateur, doit vérier N(τ, σ; τ ′, σ′) = ipiδ(τ − τ ′)δ(σ − σ′), s'annuler au
bord et vérier les mêmes onditions que 〈X〉 quand τ → ±∞. Nous l'expliiterons plus
loin.
La fontion de orrélation 〈0out| exp(iSI)|0in〉 vérie l'équation diérentielle suivante :
δ
δJ(τ, σ)
〈0out| exp(iSI)|0in〉 = i〈0out|X(τ, σ) exp(iSI)|0in〉
= −
∫
dτ ′dσ′N(τ, σ; τ ′, σ′)J(τ ′, σ′)〈0out| exp(iSI)|0in〉
où la deuxième égalité déoule de l'équation (4.2.2). Cette équation se résout aisément,
et on trouve
〈0out| exp(iSI)|0in〉 = C exp
[
−1
2
∫
dτ ′ dσ′ dτ ′′ dσ′′N(τ ′, σ′; τ ′′, σ′′)J(τ ′, σ′)J(τ ′′, σ′′)
]
(4.2.3)
où C est une onstante indépendante de J . Bien sûr, dans le as d'une orde libre,
C = 〈0out|0in〉 = 1. À partir de ette amplitude, on peut obtenir des fontions de orréla-
tions générales omme dans l'équation (4.2.1) en dérivant plusieurs fois (4.2.3) par rapport
à la soure J . On peut notamment vérier que 〈0out|X(τ, σ)X(τ ′, σ′)|0in〉 = N(τ, σ; τ ′, σ′).
Dans le as qui nous intéresse ii, on a
J(τ, σ) = −1
pi
(δ′(σ)− δ′(σ − pi))Y (p+τ)
d'où
〈0out|0in〉S = C exp
[
− 1
2pi2
∮
dτ ′
∮
dτ ′′ ∂σ′∂σ′′N(τ
′, σ′; τ ′′, σ′′)Y (p+τ ′)Y (p+τ ′′)
]
(4.2.4)
où les intégrales sont sur le bord de la surfae d'univers, et
〈0out|X(τ, σ)|0in〉S
〈0out|0in〉S = −
i
pi
∮
dτ ′ ∂σ′N(τ, σ; τ
′, σ′)Y (p+τ ′).
Jusqu'à présent, e que nous avons dit ii est essentiellement indépendant de la topolo-
gie de la surfae d'univers, et nous l'utiliserons quand nous étudierons le as des intera-
tions entre ordes en présene de l'onde. Le propagateur, en revanhe, en dépend. Dans
le as libre, il s'exprime simplement omme la série suivante :
N(τ, σ; τ ′, σ′) =
∑
n>0
1
n
e−(i+ε)n|τ−τ
′| sin(nσ) sin(nσ′)
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où ε est un petit réel stritement positif servant à faire onverger la somme, similaire à
elui qu'on met habituellement dans le propagateur de Feynman. Il est aisé de vérier que
e propagateur satisfait toutes les propriétés requises.
4.2.3 Matrie S
La présene de l'ondulation permet des transitions entre diérents états de la orde.
On est don amené à aluler des quantités du genre
〈0out|aoutk1 . . . aoutkmain−l1 . . . ain−ln |0in〉
où les ain (resp. aout) sont les opérateurs de réation et d'annihilation pour les états
asymptotiques entrants (resp. sortants).
Sahant que X(τ, σ) admet le développement en modes suivant :
X(τ, σ) =
∑
n 6=0
an
n
e−inτ sin(nσ),
on vérie aisément que
an = lim
τ→±∞
einτ
pi
∫
dσ sin(nσ)(nX + i∂τX)
où la limite est en +∞ pour les états sortants, et −∞ pour les états entrants. Ainsi, on
peut obtenir un élément quelonque de la matrie S à partir de orrélateurs du type de
l'équation (4.2.1).
Le alul de la quantité (4.2.4), dont le module au arré donne la probabilité de non-
exitation pour une orde initialement dans son état fondamental, est fait dans [43℄ (dans
le as T-dual), et nous laissons le leteur s'y référer. On trouve, à une phase près (sans
signiation physique)
〈0out|0in〉S =
∑
n>0
impair
8n
(p+)2
∣∣∣∣Y˜
(
n
p+
)∣∣∣∣
2
,
où Y˜ est la transformée de Fourier de Y ,
Y (x+) =
∫
dp− Y˜ (p−)eip
−x+.
Il s'agit du résultat que [41℄ obtient en onsidérant diretement l'opérateur d'évolution
ei
∫
dτ HI (τ)
.
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À partir de là, le alul d'amplitudes entre des états quelonques est aisé, et on peut
vérier que e sont elles données par la matrie S alulée en [41℄ :
S = 〈0out|0in〉S : exp
[
4i
p+
∑
n impair
Y˜
(
n
p+
)
an
]
: .
4.2.4 Calul ovariant en termes d'état de bord
Il est possible de onstruire un état de bord orrespondant à la D-orde ondulante
[42, 43℄ : en eet, en partant de l'état de bord |D1〉, orrespondant à la D-orde sans
onde, il est aisé de voir que l'état
|B〉 = exp
(
1
pi
∫
τF=0
dσF Y
i(X+)∂τFX
i
)
|D1〉, (4.2.5)
où τF et σF sont les oordonnées sur la orde fermée, vérie les onditions aux bords
(X i − Y i(X+))∣∣
τF=0
|B〉 = 0.
(Noter que l'état de bord a un sens pour une surfae d'univers eulidienne, et qu'il faut
don, pour vérier l'équation i-dessus, utiliser les relations de ommutation eulidiennes[
X(σF ), ∂τFX(σ
′
F )
]
= piδ(σF − σ′F ).)
À partir du moment où on dispose d'un tel état de bord, on peut s'en servir pour
aluler des amplitudes en insérant des opérateurs de vertex entre l'état de bord et le vide
de ordes fermées. Ainsi, l'amplitude pour un état tahyonique d'y rester est donnée par
S0→0 ∝ 〈0| : e−ipµXµ(0,0): : eipµXµ(0,pi): |B〉 (4.2.6)
où, s'agissant de ordes fermées, la oordonnée σF est périodique de période 2pi. Nous
avons utilisé le fait que le disque a une symétrie onforme SL(2,R) pour xer la posi-
tion des opérateurs de vertex. Quant à la normalisation, elle sera xée en imposant que
S0→0 = 1 en l'absene d'onde. Enn, l'impulsion d'une orde ouverte étant néessairement
longitudinale à la D-brane, l'indie µ ne prendra ii que les valeurs + et −.
Il faut tout d'abord préiser e que l'on entend par le vide de ordes fermées 〈0|.
Puisque nous onsidérons des amplitudes sans émission de orde fermée, la presription
appropriée est naturellement que les opérateurs d'impulsion, et notamment p− (onjugué
du mode zéro de X+, noté x+), s'annulent. Il en déoule que le vide s'érit
〈0| ∝
∫
dx+ 〈x+| (4.2.7)
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où 〈x+| est un état propre de x+.
Dans la suite du alul, on est amené à séparer les fréquenes positives et négatives
de Xµ. On pose don Xµ(0, σF ) = X
µ
> +X
µ
< + x
µ
, ave
Xµ> =
i
2
∑
n>0
1
n
(aµne
−inσF + a¯µne
inσF )
et une expression similaire pour Xµ<. De la même façon, nous serons amené à introduire
∂τFX
µ
> et ∂τFX
µ
<.
Sahant que 〈0| est annulé par Xµ<, et que |D1〉 est annulé par Xµ> − Xµ< (pour µ ∈
{+,−}), la bonne presription pour l'ordre normal est de mettre Xµ< à gauhe et Xµ>−Xµ<
à droite. Pour ela, on érit
: eipµX
µ
: = e2ipµX
µ
<eipµx
µ
eipµ(X
µ
>−X
µ
<). (4.2.8)
Dans l'expression (4.2.6), les fateurs en Xµ< s'éliminent, ainsi que eux en X
+
>−X+< pare
que (X+> −X+<)|B〉 = 0. Les fateurs ave les modes zéros, quant à eux, s'éliminent pare
que les états entrant et sortant ont même p+ (pare que p+ est onservé) et même p−
(pare que e sont deux tahyons ; sinon il y aurait un fateur eix
+△p−
). On obtient alors
S0→0 ∝ 〈0|eip+(X−>−X−< )|σF=0 e−ip
+(X−>−X
−
< )|σF=pi|B〉.
Il reste alors à faire passer le fateur en X+> − X+< à droite de l'exponentielle de
l'équation (4.2.5). Pour ela, nous allons utiliser la formule
eCg(B)e−C = g(B + [C,B])
où [C,B] doit ommuter ave C et B, et g est une fontion quelonque (en prinipe
analytique), et le ommutateur
[X>(σF ), X<(σ
′
F )] = −
1
4
ln
(
4 sin2
(
σF − σ′F
2
))
,
qui n'est autre que le propagateur restreint au bord NF (0, σF ; 0, σ
′
F ). En appliquant ei
une fois pour haque opérateur de vertex, et après quelques aluls (f [43℄), on obtient
S0→0 ∝ 〈0| exp
[
1
pi
∫
dσF Y
i
(
X+(σF ) + ip
+ ln
∣∣∣tan σF
2
∣∣∣) ∂τFX i
]
|D1〉. (4.2.9)
(Le fait que l'on prolonge ii analytiquement une fontion qui n'a pas de raison de être
analytique  les fontions analytiques à support borné sont rares  peut paraître fumeux.
Néanmoins, le résultat nal sera identique à elui de la jauge du ne de lumière (équation
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(4.2.4)), e qui laisse supposer qu'il doit y avoir un moyen de rendre ela rigoureux.) On
peut en outre remplaer X+(σF ) par x
+
ar, en l'absene de termes en X−, les modes
non zéros de X+ peuvent se déplaer librement à gauhe où à droite, et s'annulent sur 〈0|
ou |D1〉.
Pour aller plus loin, on érit
∂τFX
i = 2∂τFX
i
< + (∂τFX
i
> − ∂τFX i<).
Le premier terme s'annule sur 〈0|, et les onditions de Dirihlet sur la D-orde sans
onde entraînent l'annulation du deuxième terme sur |D1〉. On est don amené à séparer
l'exponentielle dans (4.2.9) en utilisant la formule de Baker-Campbell-Hausdor
eB+C = eB e
1
2
[C,B] eC ,
appliable si [C,B] ommute ave B et C, où B et C sont l'exponentielle dans (4.2.9)
en remplaçant ∂τFX
i
par respetivement le premier et le deuxième terme de l'équation
préédente. En remarquant d'autre part que le terme en ln | tan(σF/2)| apparaît dans
la transformation onforme qui transforme le demi-ylindre inni (τF ≥ 0) en ruban
eulidien :
−τE + iσ = ln
(
tan
(
σF + iτF
2
))
,
on obtient
S0→0 = 〈0| exp
[
1
pi2
∫
dσ′F Y
i(x+ − ip+τE(σ′F ))
∫
dσ′′F Y
i(x+ − ip+τE(σ′′F ))×
× ∂τ ′
F
∂τ ′′
F
NF (0, σ
′
F ; 0, σ
′′
F )
]
|D1〉
Tout naturellement, on fait alors le hangement de variable vers les oordonnées
(τE, σ). La dérivée du propagateur se transforme de façon triviale (noter que e n'est
pas le as du propagateur lui-même), à ei près que le propagateur ouvert sur la bande
a un fateur 2 par rapport au propagateur fermé à ause du bord, don nous devrons
ajouter un fateur 1/2 ; pour plus de détails à e propos, on se réfèrera à l'annexe de [43℄.
Enn, une rotation de Wik (τE = iτ) permet de revenir à un argument réel pour Y
i
et
transforme le propagateur eulidien en propagateur minkowskien.
Il faut enore éliminer les x+. Pour ela, on peut absorber x+ dans la variable d'in-
tégration. Il reste alors un fateur
∫
dx+〈x+|D1〉 absorbé dans la normalisation, et on
aboutit à l'expression (4.2.4).
Notons que la remarque que nous avons faite à la n de la setion 1.1.4 est expliitement
vériée ii : en partant de l'état de bord, don dans un formalisme ovariant ave une
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surfae d'univers eulidienne, nous arrivons nalement à une expression faisant apparaître
une surfae d'univers minkowskienne (puisque le propagateur dans l'expression nale est
minkowskien) dans la jauge du ne de lumière, e qui onrme que 'est bien une métrique
minkowskienne qu'il faut onsidérer dans ette jauge.
Il n'est pas diile de onsidérer le proessus tahyon → photon dans e formalisme.
Il s'agit alors de aluler l'amplitude
〈0| : e−ipµXµ(0,0)∂σX i: : eipµXµ(0,pi): |B〉.
On aboutit alors, après la rotation de Wik, à
〈0| i
pi
∮
dτeiτY i(x+ + p+τ) exp
[
. . .
]
eix
+/p+|B〉
où exp[. . .] est l'exponentielle dans S0→0, et le fateur e
ix+/p+
vient des modes zéros dans
(4.2.8). Ce fateur permet de n'avoir qu'une dépendane en x+ + p+τ , et on peut don,
omme préédemment, absorber x+ dans la variable d'intégration, et on obtient nalement
la même hose que dans la jauge du ne de lumière.
Les opérateurs de vertex devenant rapidement assez ompliqués pour les états exités
suivants, la vériation du fait que les deux formalismes donnent le même résultat n'a
pas été faite au-delà. Néanmoins, on s'attend à e que la dualité ouvert-fermé soit très
générale, et don à e que ela marhe.
4.3 Interations sur la D-orde ondulante
Après avoir onsidéré des proessus où une orde ouverte donne une autre orde ou-
verte, éventuellement dans un état diérent, nous allons envisager des interations. Nous
nous limiterons au as d'une orde ouverte se assant en deux. Plus spéiquement, on
s'intéressera au proessus où une orde dans son état fondamental émet une exitation
de masse nulle et d'impulsion tendant vers zéro. Ces exitations orrespondant aux dé-
formations de la D-brane, une divergene infrarouge serait un signe d'instabilité de la
onguration ; à l'inverse, l'absene de divergene signierait que la rétroation sur la
D-orde est ontrlable, 'est-à-dire peut être rendue négligeable ave un ouplage su-
isamment petit.
4.3.1 Surfae d'univers dans la jauge du ne de lumière
Pour dérire une orde ouverte se assant en deux, nous onsidérons omme surfae
d'univers une bande de largeur pi ave une oupure parallèle à ses bords partant du
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σ = pi
σ = pi(1− α)τ = τI
σ = 0
Fig. 4.3  Surfae d'univers d'une orde ouverte se assant en deux.
temps d'interation τI , 'est-à-dire que la oupure est donnée par τ ≥ τI et σ = (1 −
α)pi (g. 4.3). Dans la jauge du ne de lumière, où on prend X+ = p+τ , où p+ est
l'impulsion totale, qui est onservée, l'impulsion de haun des deux moreaux après
séparation est proportionnelle à leur largeur, et vaut don respetivement (1 − α)p+ et
αp+. Nous onsidérerons le as où l'exitation de masse nulle émise est dans la partie
σ ∈ [(1 − α)pi; pi] ; ainsi, la limite d'impulsion nulle pour ette exitation orrespondra à
α→ 0.
Le formalisme que nous développé dans le hapitre préédent reste en grande partie
valide pour des ordes en interation. Un point essentiel qui va diérer est la forme du prop-
agateur. Celui-i peut s'exprimer assez simplement dans le as eulidien. En eet, dans e
as-là, la transformation onforme suivante, dite transformation de Shwarz-Christoel,
amène le demi-plan omplexe supérieur vers la bande oupée ave τI = 0 :
τE + iσ = ln(z − 1)− α ln z + α lnα + (1− α) ln(1− α). (4.3.1)
Le temps d'interation orrespond au point stationnaire de ette transformation ; le leteur
pourra vérier aisément qu'on a bien τI = 0 (le terme onstant a été ajusté dans e but).
En termes de la oordonnée z, le propagateur s'érit
NE(z; z
′) = −1
2
ln |z − z′|+ 1
2
ln |z¯ − z′|.
En l'absene d'expression expliite pour l'inverse de la transformation (4.3.1), nous de-
vrons travailler dans es oordonnées, e qui nous impose de travailler ave une sur-
fae d'univers eulidienne, et don de faire un prolongement analytique à partir du as
minkowskien.
Pour déterminer omment on doit faire e prolongement, il faut examiner le lien préis
entre les propagateurs eulidien et minkowskien. Pour ela, on peut érire le propagateur
eulidien dans les oordonnées τE, σ sous forme d'une série dépendant des parties de la
surfae d'univers (orde entrante ou l'une des ordes sortantes), notées r et r′, où se
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trouvent les points (τE , σ) et (τ
′
E , σ
′) :
NE(τE , σ; τ
′
E, σ
′) = δrr′
∑
n>0
1
n
e−n|τE−τ
′
E |/|αr| sin(nσr) sin(nσ
′
r′)
+
∑
n,n′>0
N rr
′
nn′e
nτE/αren
′τ ′
E
/α′r sin(nσr) sin(n
′σ′r′)
où σr et σ
′
r′ sont des oordonnées spatiales adaptées à haque partie de la surfae d'univers,
'est-à-dire des fontions anes de σ valant 0 ou pi aux bords, et αr vaut 1 sur la orde
entrante (où τ ≤ 0) et −(1 − α) et −α sur les ordes sortantes (où τ ≥ 0). Pour plus
de détails sur ette expression du propagateur, on pourra se référer au hapitre 11 de [1℄,
où on trouvera également des expressions expliites pour les oeients N rr
′
nn′, dont nous
n'aurons pas besoin ii.
À partir de ette expression, on peut obtenir une expression pour le propagateur
minkowskien :
N(τ, σ; τ ′, σ′) = δrr′
∑
n>0
1
n
e−in|τ−τ
′|/|αr| sin(nσr) sin(nσ
′
r′)
+
∑
n,n′>0
N rr
′
nn′e
inτ/αrein
′τ ′/α′r sin(nσr) sin(n
′σ′r′).
Un point non trivial à vérier est que les expressions sur les diérents moreaux de la
surfae d'univers se reollent bien en τ = 0. On pourra vérier que si 'est le as pour
NE (e qui est vrai puisqu'on l'a obtenue à partir d'une expression en z qui n'a pas
de disontinuité), alors 'est vrai aussi pour N . Il en déoule le lien suivant entre les
propagateurs :
N(τ, σ; τ ′, σ′) = NE(iτ, σ; iτ
′, σ′).
4.3.2 Fontions de orrélation et amplitudes
L'essentiel de e que nous avons vu sur les fontions de orrélation et amplitudes dans
le as libre s'applique ii ; bien sûr, puisqu'il y a deux ordes sortantes, 〈0out| doit être
ompris omme le produit tensoriel des vides de haque orde. Notamment, il déoule
l'expression suivante, pour un temps d'interation τI :
〈0out|0in〉S = C exp
[
− 1
2pi2
∮
dτ ′
∮
dτ ′′ ∂σ′∂σ′′N(τ
′, σ′; τ ′′, σ′′)×
× Y (p+(τI + τ ′))Y (p+(τI + τ ′′))
]
.
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Après une rotation de Wik (τ ′E = iτ
′
et τ ′′E = iτ
′′
), on obtient
〈0out|0in〉S = C exp
[
1
2pi2
∮
dτ ′E
∮
dτ ′′E ∂σ′∂σ′′NE(τ
′
E , σ
′; τ ′′E, σ
′′)×
× Y (p+(τI − iτ ′E))Y (p+(τI − iτ ′′E))
]
.
A priori C peut dépendre de α. Puisqu'il ne dépend pas de l'onde, on peut utiliser les
résultats déjà onnus en l'absene d'onde [1℄, qui disent que C est une onstante, que l'on
peut absorber dans la onstante de ouplage, et que nous omettrons don dans la suite.
À partir de là, un hangement de variables vers z′ et z′′ donne
〈0out|0in〉S = exp
[
1
2pi2
∫
dz′ dz′′
Y (p+(τI − iτE(z′))) Y (p+(τI − iτE(z′′)))
(z′ − z′′)2
]
où τE(z) est donné par l'équation (4.3.1). Cei diverge quand z
′ → z′′ ; il faut don
omprendre ette intégrale omme étant une partie prinipale.
Pour aluler l'amplitude d'émission d'une exitation de masse nulle par un tahyon,
il faut aluler l'amplitude 〈0out|a1|0in〉S, où a1 est l'opérateur réant une exitation de
masse nulle sortante :
a1 = lim
τ→+∞
eiτ/α
pi
∫ pi
(1−α)pi
dσ sin
(
pi − σ
α
)(
X
α
+ i∂τX
)
.
Pour obtenir une expression expliite de l'amplitude, là enore les expressions trouvées
dans le as libre s'appliquent, et omme pour le alul de 〈0out|0in〉S il faut eetuer une
rotation de Wik pour passer à la oordonnée z (on peut vérier que la limite τ → +∞
revient à la limite τE → +∞ sur l'expression eulidienne). À partir de là, le alul est plus
fastidieux que diile : omme la limite τE → +∞ orrespond à z → 0, l'intégrale sur σ
devient une intégrale de ontour autour de z = 0, que l'on peut aluler expliitement, et
on trouve
〈0out|a1|0in〉S
〈0out|0in〉S =
1
pi
∫
dz
Y (p+(τI − iτE(z)))
z2
.
Cei nous donne une amplitude à τI xé. Pour obtenir l'amplitude physique qui nous
intéresse, il faut intégrer sur les temps d'interation possibles, l'amplitude s'érivant alors
A =
∫
dτI 〈0out|a1|0in〉S
∣∣
τI
eiτIp
+△p−
(4.3.2)
où le fateur p+△p− dans l'exponentielle n'est autre que la variation de hamiltonien entre
les états initial et nal, la présene de ette exponentielle étant un résultat lassique de
la théorie quantique des perturbations dépendantes du temps.
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Le moins qu'on puisse dire est que ette expression est peu sympathique. Pour om-
mener, il faut donner un sens à l'expression Y (p+(τI − iτE(z))). On peut le faire à l'aide
de la transformée de Fourier de Y :
Y (p+(τI − iτE(z))) = 1
p+
∫
dω Y˜
(
ω
p+
)
eiωτIeωτE(z).
Ainsi, pour aluler 〈0out|0in〉S, on sera amené à onsidérer l'intégrale∫
dz′ dz′′
eω
′τE(z
′)eω
′′τE(z
′′)
(z′ − z′′)2
qui ontient une grande partie de la dépendane en α (pas tout puisque △p− en dépend
aussi), e qui est intéressant puisqu'on s'intéresse à la limite α→ 0. L'expression analogue
dans le as de l'amplitude à deux ordes (où l'équation pour 〈0out|0in〉S est la même en
prenant τE(z) = ln z) peut être alulée exatement après une rotation de Wik ω → iωE
(qui améliore la onvergene des intégrales), et on retrouve le résultat déjà trouvé par
d'autres moyens. Dans le as à trois ordes, on ne sait pas faire le alul exat ; on peut
néanmoins espérer trouver des résultats onernant la limite α→ 0 qui nous intéresse.
4.3.3 Calul ovariant
Pour aluler de façon ovariante une amplitude à trois ordes, le alul est similaire
au as à deux ordes (as libre), à ei près qu'il y a trois opérateurs de vertex.
Dans le as qui nous intéresse, l'amplitude à trois tahyons sera don donnée, après
des aluls identiques à eux du as libre, par
S0→0 ∝ 〈0|eiαp+(X−>−X−< )|σF=0 ei(1−α)p
+(X−>−X
−
< )|σF=pie−ip
+(X−>−X
−
< )|σF=pi/2|B〉.
Les positions des opérateurs de vertex peuvent être xées arbitrairement grâe à la
symétrie onforme SL(2,R). Quelques aluls plus tard, on aboutit à
S0→0 ∝ 〈0| exp
[
1
pi
∫
dσF Y
i
(
X+(σF )− ip+
(
ln
∣∣∣tan σF
2
− 1
∣∣∣− α ln∣∣∣tan σF
2
∣∣∣))∂τFX i
]
|D1〉.
En utilisant la transformation onforme
z = tan
σF + iτF
2
et des aluls similaires à eux de l'amplitude à deux ordes, on retrouve l'expression
obtenue en jauge du ne de lumière ; l'intégrale sur le temps d'interation (équation
(4.3.2)) déoule de l'intégrale (4.2.7) et des modes zéros dans (4.2.8), ave x+ = p+τI .
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4.3.4 Remarques nales
Nos résultats restent pour l'instant très partiels. Nous espérons néanmoins les om-
pléter dans un avenir raisonnablement prohe. On peut d'ores et déjà avoir une idée de e
à quoi s'attendre. Dans le as, que nous avons traité ii, de ordes dont les deux extrémités
sont sur une même D-brane, on n'a pas de raison, a priori, de s'attendre à une divergene
infrarouge. Dans le as à deux D-branes, en revanhe, les hoses sont diérentes, et on
s'attend à des divergenes, au moins dans la limite où leur distane nale (à des temps
asymptotiquement grands) tend vers l'inni, omme expliqué au début de e hapitre. Il
faudra don faire e alul pour en savoir plus.
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Conlusion
Résultats obtenus
Cette thèse avait pour objetif de mieux omprendre la théorie des ordes en espaes-
temps ourbes ou dépendant du temps. Pour ela, nous en avons étudié divers aspets et
obtenu des résultats que nous allons rappeler ii.
Tout d'abord, nous avons onstruit, par une approhe géométrique, les orientifolds
sur S3 et RP3. Nous avons montré que, dans haque as, on a deux façons diérentes
d'eetuer la projetion orientifold sur les ordes fermées : dans le as de la 3-sphère,
ela orrespond à des géométries diérentes pour les orientifolds, tandis que pour RP3 les
orientifolds sont au même endroit dans les deux as. Nous avons également alulé les
interations de es orientifolds ave les D-branes, et en avons déduit les groupes de jauge
possibles.
L'étude des univers branaires nous a ensuite amené à nous intéresser aux D-branes
dans des espaes anti-de Sitter en présene de hamps de fond Ramond-Ramond. Dans
le as où l'espae est AdS3 × S3, les D-branes sont des D3-branes, laissées invariantes
par la S-dualité qui transforme les fonds R-R en fonds Neveu-Shwarz, e qui nous a
permis de les aborder en utilisant les résultats onnus dans e dernier as. Nous avons
vérié expliitement que e que l'on sait aluler semi-lassiquement est ompatible ave
la S-dualité.
Enn, nous avons étudié un des fonds dépendants du temps les plus simples, à savoir D-
brane portant une onde plane et plongée dans un espae-temps plat. Nous n'avons obtenu
que des résultats très partiels ; néanmoins, nous avons introduit les outils qui devraient
permettre, dans un temps raisonnablement ourt, d'aboutir à des résultats intéressants
onernant notamment la rétroation sur un tel fond.
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Perspetives
Comme indiqué, les résultats du hapitre 4 restent partiels, et il faudrait les ompléter,
notamment en onsidérant le as d'une orde entre deux D-branes diérentes. On pourra
également onsidérer l'émission de ordes fermées par une telle D-brane, et ainsi étudier
l'émission d'ondes gravitationnelles par un défaut topologique, e qui pourrait avoir des
inidenes importantes sur l'histoire de l'Univers primitif.
Au-delà, il est lair que beauoup reste à faire en e qui onerne les fonds dépendant
du temps, notamment osmologiques. Les propriétés de stabilité de tels fonds et la façon
de les aborder lorsqu'on ne peut pas dénir de matrie S restent largement mystérieuses à
l'heure atuelle. Il y a également la question de savoir si la théorie des ordes peut résoudre
les singularités telles que elle qui a vraisemblablement eu lieu lors du Big Bang, et si la
façon dont ela se résout a des onséquenes observationnelles, visibles par exemple dans le
fond miro-onde osmologique observé par des expérienes telles que WMAP (Wilkinson
Mirowave Anisotropy Probe).
On s'attend à e que l'étude des univers branaires, évoqués dans le hapitre 3, ait un
impat signiatif sur es questions. Notamment, il pourrait être intéressant de voir si on
peut réaliser l'ination primordiale par un univers branaire  réaliste .
En résumé, la reherhe en théorie des ordes a enore de longues années devant elle.
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